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* Banque filière PT +% 

Epreuve de Mathématiques I-B 

Durée 4 h 

Toutes les réponses devront être justifiées. 

La notation tiendra compte du soin apporté à la rédaction. 

L’utilisation des calculatrices est autorisée. 

L’objet de ce problème est l’étude des splines cubiques d’interpolation et de I’approxima- 
tion des fonctions par ces splines. Il est composé d’un préliminaire et de trois parties. Le 
préliminaire et la première partie sont indépendants du reste du problème. Les parties II 
et III utilisent les mêmes notations. Il suffit toutefois d’admettre la question 115’ pour 
pouvoir traiter la partie III. 

Préliminaires 

On note F([a, b]) 1’ ensemble des fonctions définies sur l’intervalle [a, b] à valeurs réelles. 
On rappelle que cet ensemble, muni des opérations usuelles sur les fonctions, a une struc- 
ture d’espace vectoriel sur R. 
Pour une fonction f définie sur IR et un intervalle 1 de $ on note fi, la restriction de f à 
cet intervalle 1. 

1. Dans E espace vectoriel sur $ rappeler la définition d’une famille libre finie, 

2. Parmi les trois familles de fonctions suivantes, lesquelles sont libres dans F(R) ? 

i 

St-,1 

x-2 
2 w  x2 

x c) x3 i 

x-1 

xc-$ COS2 

x t--) COS22 

x H COS2 x i 

x-1 

xc-,x3+1 

x t-) 1x31 

3. Donner la dimension des sous-espaces vectoriels engendrés par ces trois familles. 



Partie 1 

Soit Ç l’ensemble des fonctions f définies sur [-1: 11 telles que la restriction de f à 

[-l,O[ soit un polynôme de de& inférieur ou égal à trois, la restriction de f à 10, l] soit 
un (autre) polynôme de degré infitrieur ou égal à 3 et qui sont de classe C2 sur l’intervalle 

[-1, l] tout entier. 

1. Montrer que G est un espace vectoriel. 

Donner une condition nkessaire et 
que f appartienne à G. 

t,Blx2+ylx+S1 six<0 

+j512x2+~2x+6~ six>O’ 

suffisantje sur (~1, /jl: y~,Sl, 0~2, P2! yL et 62 pour 

3. on pose 

f” : x +k 1, fi : x * x> f2 : x H x2 

f:s: x++x3, f.$ : .x c) 
i 

0 si x < 0 

X3 six>O’ 

Montrer que (fo. flT f2: fi! f,i) forme une base de G. 
, Quelle est la dimension de G ? 

Partie II 

Soit (~:i;)l.~~ une suite df~ réels strictement, croissante. On note, pour toiit. n E lV* 
u II = (x0,... > x,). On considère S,, l’ensemble des fonctions f de classe C2 sur [x0,x,] 
telles que la restriction de f à chaque intervalle lx,, xi+l[, pour i variant de 0 à n - 1, est 
un polynôme de degré inférieur ou égal à 3. On pourra noter que l’ensemble Ç de la partie 

1 est du type S,,. 
Un élément de SO, sera appelé fonction spline. 

On note enfin Sz, l’ensemble des fonctions splines f E SC, telles que, pour tout 
i E (0,. . . p}, f(x,) = 0. 

1. Montrer que S,, est un espace vectoriel. 

I 2. Quelle est la dimension de S,, ? 

3. On suppose que SC, est de dimension d. Soit (fi,. . , fd) une base de S,, et soit 

f E %%+1. 

(a) Montrer qu’il existe un unique d-uplet de réels (ai, . , ad) tel que 

(b) Soit pi le polynôme de degré inférieur ou égal à 3 tel que fillzn-l,inL = pi. 

On définit alors 
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(Cl 
(dl 

4. (a) 

I (b) 

5. Soit 

(4 

b) 

(4 

(4 

On pose enfin F = f - eaLfz. 
z=l 

Montrer que sur [z,,. zn+l 1: F est un polynôme de degré inférieur ou égal à 3 
vérifiant F(xT1.) = F'(x,,) = F"(z,) = 0. 

Montrer que (fi,. : fd+l) forme une base de S,,+l. 

En déduire que la dimension de SO,z est n + 3. 

Montrer qu’il existe un unique polynôme p de degré inférieur ou égal à 3 sur 

[a, 61 (avec CL < b) vérifiant 

p(u) = a. p’(u,) = p. p”(U) = y, p(b) = b 

où 0, /5), y, 6 sont des réels fixk. 

Soit (YO, . . , Y,,, Q, 113) n + 3 réels fixés. Montrer, par récurrence sur TZ, qu’il 
existe une unique fonction spline f E SO, telle que 

vi E (0,. ;R}, f(q) = yi, 

f’bo) = a, 

f”b”) = P. 

Montrer que Sz,, est un espace vectoriel. 
Préciser sa dimension. 

f E SZ,,’ 

Que vaut f”‘)(z) pour L tj21,x,+l[‘! 

Montrer que 

/ 
z:n (SY))‘dr = f’(G&f”(Gz) - f’(~o)f”(zo). 

(On pourra dans un premier temps exprimer la dérivée de f’f” sur ]zi, z,+l [ en 
fonction de f’, f” et f”‘.) 

Soit @ : Sz,, ---+ R2 

<p - (cp’(~oL<p’bn)) . 
Montrer que @ est injective. 
Q est-elle bijective ? 

En déduire qu’il existe une unique fonction spline f de SU, qui vérifie, 

Vi E (0,. :n} f(xi) = yi, 

f’bo) = Q, 

f’h) = P. 

Partie III 

Pour toute fonction f de classe C2 sur [0, 11: à valeurs dans JR, on pose 

llf Il = (1 

1 112 

f"(q2dt 

0 > 
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1. Soit f une fonction de classe C2 sur [O! l] vérifiant f(0) = f( 1) = 0. 
Soit g la fonction impaire définie sur R, 2-périodique et qui vérifie 

vx E [O, 11, s(x) = f(x). 

(a) Montrer qu’il existe une suite (c,),~w de nombres réels telle que 

Vx E IR, g(x) = Cc,, sin(nnx). 

(b) Quelle est la série de Fourier de g” ? 
g” est-elle égale à sa série de Fourier? 

(c) En déduire que 

s o1 f”(x)*dx = ; 5 /c,,2n4. 
n=l 

,(d) Montrer que si les séries à termes réels C un et C bn convergent, alors la série 
C n,b,, converge absolument et 

,(e) En déduire que 

vx E [O, 11, 

x 1 
On rappelle que )‘ 1 = $, 

,; fi- 

2. Soit g = (0 = 20:. . : z, = 1) une subdivision de [0, 11. On note hi = x,+1 - xi et 
h = sup h,. 

O<i<n-1 

Soit f une fonction de classe C’ sur [O. l] à valeurs dans R et cp l’unique fonction 
spline de S, qui vérifie 

vi E (0:. . p}. cp(Xl) = f(x,), p’(0) = f’(O), cp’(1) = f’(1) 

(a) En considérant la fonction gL définie pour tout t E [0, l] par 

g&) = (f - cp)(xt + W, 

montrer que 

(b) Montrer que 

Ilf - (P/I2 = IlfIl - lbl12. 

On pourra dans un premier temps obtenir une expression simple de 

.i’ 
x,+1 

(Y(t) - cp”U)) P”(t) & 
5, 

en effectuant une intégration par parties. 

(c) En déduire que 

sup If(x) - &X)I 5 $ h3’*. 
ZE[O.l] 
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