SESSION 2003 i ‘

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée: 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

* % %

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’ énoncs, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a
prendre.

UTILISATION DESPOLYNOMESDE TCHEBYCHEV EN ANALYSE

Notations:

On note E I’ espace vectoriel des applications continues de [-1,1] dans R .
On désigne par E, I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de [-1,1] dans R de degré
inférieur ou égal an ou n est un entier naturel.
On pourra confondre les expressions : polynéme et fonction polynomiale.
Si f estunéémentdeE, onpose |f| = sup |f(X).
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xe[-1,

Lesparties|l., 1. sont indépendantes et utilisent les résultats de la partie l.

|. Polyndbmes de T chebychev

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel.

1. Existenceet unicité
a) Déterminer un polyndme T a coefficients réels de degré n vérifiant la propriété (*):
(*): VOe R, T(cosfd)=cos(nd).
(on pourraremarquer que cos(nd) est lapartieréelle de (cos@ +isind)").
b) Montrer gu’ un polynéme vérifiant (*) est unique.
On I’ appelle le polyndme de Tchebychev d'indicen, onlenote T, .

On définit alors une fonction polynomiale sur [-1,1] par :
vxe[-1,1], T.(X)=cos(harcosx).
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2. a) Montrer que Vxe[-11], T, ,(X)=2xT_,(X)-T,(X)
(on pourracaculer T_.,(x)+T,(X)).
b) Calculer T,,T,,T,,T,.
c) Donner le coefficient du terme de plus haut degré de T, .

3. Racines et extrema

n-1
a) Montrer que Vxe [-1,1], T,(x)=2""]](x~cosd,)ol 6, = (Zkz;l)ﬂ '
k=0 n

k
b) On pose pour kdans {0, 1,...,n}, ¢, = cos(?ﬁ) .
Calculer [T, ||, puis montrer que:
vk e{0,1,..,n}, [T(c)|=|T.|., et que: Vke{01,.,n-1}, T(c,)=-T.,(C)-

Les n+1 réels c,,c,,...,C, sont appelés points de Tchebychev.
c) Dessiner le graphe de T,, préciser sur le graphe lesréels c,,c,,c,,C;.

1. Polyndmes de Tchebychev et orthogonalité

Orthogonalitédes T,

: _— h(t) _—
4. Montrer que pour toute fonction h de E, I’ application t —\/1—2 est intégrable sur ]-1,1].
-1

RIOEOM

-1 /1_t2

Pour f et g éléments de E, on pose ( f, g):j

5. @) Soit h une fonction positive de E, montrer que si I t_h) dt =0 aors h est lafonction
TV1-t?
nulle.
b) Montrer que ( , ) définit un produit scalaire sur E.

Ceci nous permet de définir une norme euclidienne sur E : pour tout éément h de E, on pose
[hl, =~/(h, by

6. Calculer <Tn,Tm> selon les valeurs des entiers naturels m et n. En déduire pour tout entier
naturel n que lafamille (T,,T,....,T,) est une base orthogonale (pour ( , )) de E, .

Polynéme de meilleur e approximation quadratique

Danstoute la suite de lapartiell., fdésigneraun élément de E et n un entier naturel.
on pose d,(f ,E,) = inf{|f ~Q|,.QeE,|.



Le but delasuite delapartiell. est d exprimer | f |, en fonction des <”1i|_—-|||-k>
kll2

7. a) Enoncer un théoréme justifiant I’ existence et I’ unicité d’un vecteur t,(f) dans E, tel que
[f =t (1], = d.(f,E,).
b) Exprimer t,(f) al aide des polynémes de Tchebychev.
Ondit que t, (f) estle polyndbme de meilleure approximation quadratique def sur E, .

n 2
8. Montrer que d,(f,E,)= ||f||22—2<f’# .
= 1 A
(f.T)°

9. a) Endéduire quelasérie Z est convergente.

= M’
fOT. ()

N1-t2

b) Que pensez-vous de lalimite de J'_ll dt lorsque ntend vers + o ?

Conver gence en norme quadratique

10. a) Soit hun éément de E, montrer que ||, < Jn I -
b) Montrer en utilisant un théoréme de Weierstrass que : nIir+n||f ~t,(f)[,=0.

+00 2
11. ) Endéduireque | [, = [3 4T

=N I
b) Application : un théoréme des moments.
Que peut-on dire d'une fonction h de E telle que pour tout entier naturel n,
1 h(t)T,(t)
—=L2dt=07?
-1 /1_t2

[11. Polyndme de meilleur e appr oximation au sens de T chebychev

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel et f un éément de E.
onnote d, (f,E,)=inf{|f -Q| .Q<E,|.
On dit qu'un éément P de E,, est un polyndme de meilleure approximation (on notera en abrégé

PMA) au sens de Tchebychev def d’ordre n, s'il vérifie une des deux conditions équivalentes :
@ [f-Pl, =d.(f.E)

(i) VvQeE,|f-P, <|f-q|,.
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Existenced’un PMA d’ordren pour f
On pose K = {Q € En,||f —Q||w §||f||w}

12. a) Montrer que K est une partie non vide fermée et bornée deE,,.
b) En déduire que K est une partie compacte non vide deE,, .

13. a) Montrerque d_(f,E,)=d_(f,K).
b) En deduire qu'il existe un élément P de E,, tel que Hf - PHOc =d_(f,E,).
P est donc un PMA d' ordre n def.

Condition suffisante pour éreun PMA

Soit h un élément deE. On dit que h équioscille sur k+1 points sil existe k+1 réels
Xy < X, <...< X, del’intervalle[-1,1] , tels que

Vie{0L...k}, [h(x)|=[h|, et Vie{ol..k-1}, h(x,)=-h(x).
(on dit que les extrema sont alternés).

14. Exemples

N |-

a) Dessiner le graphe d’ une fonction ¢ de E telle que H¢Hw =— et ¢ équioscille sur 4 points.

(on ne cherchera pas a expliciter unetelle fonction).
b) Montrer que le polynéme T, ., de Tchebychev d'indice n+1 équioscille sur n+ 2 points.

Le but de laquestion 15. est de montrer le résultat suivant :
SiPestunéémentde E, tel que f —P équioscille sur n+2 points, alors P est un PMA d ordre
ndef.

15. Soit P un éément de E, tel que f—-P équioscille sur n+2 points que |I'on note
Xo < X; <ere< Xy -

Soit Q un dément de E, tel que | f -Q|. <|[f —P|. .

a) Soit i €{0.1,...,n+1}, montrer ques f(x)—P(x)>0 aors Q(x)—P(x)>0.
Onademéme, ques f(x)—P(x)<0 alors Q(x)—-P(x)<O0.

b) En déduireque P = Q et conclure.

Détermination de PM A

n+1

16. Dans cette question, pour x €[-1,1], on prend f (x) = X
d, (X) = Xn+l - 27”Tn+1(x) .
Montrer que g, est un PMA d ordre n def.

et on pose:



17. En déduire que pour tout polyndme P unitaire de degré n+1,ona 2" [T, <|[P]..

18. a) Dans cette question, f est un polyndme de degré n+1.
Déterminer un PMA d' ordrendef.

b) Application : déterminer un PMA d ordre 2 de f (x) =5x> + 2x—3.

Remarque : On peut montrer I’ unicité du PMA.

Il n’ existe pas de formule générale qui donne I’ expression du PMA d’ une fonction quelconque. On
peut cependant utiliser un algorithme (de Remes) qui fournit une suite de polyndmes qui converge
versle PMA.

Fin del’énoncé
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