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C O N C O U R S  C O Y Y U N S  P O L Y T E C H N I Q U E S  

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE-FILI~RE PC 

MATHÉMATIQUES 1 

DURÉE : 4 heures 

~~ 

Les calculatrices ne sont pas autorisées. 

Les deux problèmes sont independantS. 

IR désigne le corps des nombres réels. 

1. Problème I 

On désigne par .,IL l'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients réels. On se donne 

trois réels (a, h, c) avec 6#0 et on pose : 

a) Montrer que l'ensemble des matrices de ,Ilt qui commutent avec F est un sous espace 

vectoriel de ,,IL. On le notera 9 

b) Montrer que (F, 1) est une base de ,X 

c) Etablir que pour tout entier @O, F" appartient à 3 

2) Pour tout entier 1120, on pose : F" = a,,F + P,,I 

a) Justifier l'existence de (a,, ,& ) .  

b) Déterminer a2 et f i  en fonction de a, 6, c. Que dire de F si fi  = O ? 

c) Déterminer une relation de récurrence entre a,, , a,,+l et a,, +: 

d) Déterminer les suites et (p,),,, quand a = 3, b = c i  -: -2. 

e) Déterminer les suites (a,),1EN et (fi,),,,, quand a = 3. b = c= 1 
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a) Montrer que 3 est un anneau commutatif pour le produit matriciel habituel. 

b) A quelle condition nécessaire et suffisante, portant sur a2 et & , d est4 un corps ? 

c) Dans le cas où 9 est un corps, résoudre dans .P l’équation : X2 = -1. Que peut-on 

conclure ? 

d) $est-il un corps dans les cas indiqués aux questions 2-c) et 2-d)? Si non, caractériser 

alors tous ses éléments non inversibies. 

4) On considère l’endomorphisme I I  de Jt dans /t définie par : 

I / :  M ~ ~ 1 f h F . M  

a) Montrer que .ii; est stable par I I  

b) Etablir que ZI est un automorphisme de .X si et seulement si F est inversible. 

c) Donner la matrice de u dans la base de .4t formée des matrices : 

d) A quelle condition nécessaire et suffisante, portant sur a2 et fi , u est-il diagonalisable sur 

IR ? Déterminer les valeurs propres de I I  dans chacun des cas indiqués aux questions 2-c) 

et 2-d). 

II. Problème I I  

Si ï?>lest un entier, on note 4 (R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels. 

On désigne par <. . . > le produit scalaire euclidien canonique sur IR”, c’est à dire celui pour lequel la 

base naturelle {( l,O,..,O), (O,l,O,..,O),.., (O,..,O,l)} est orthonormée. 

Soient a<b deux réels et n23 un entier. On désigne par C’[a,b] l’ensemble des fonctions 

numériques deux fois continûment dérivables sur [a,h]. On divise l’intervalle [a, b]  en n intervalles de 

longueur h = - et on considère les (n+l) points de [a&] : x k  = a + k . h  ; k=O,..,n . 
b - a  

n 
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On se donne une fonction numériquef définie sur [a7b] et on note f k  ses valeurs aux points xk  , 

c'est à dire : 

V k  E {O , . . . , n }  : f ( x k )  = f k  

Si a et p sont deux réels donnés, on désigne par WY; a, p) l'ensemble des fonctions numériques u 

qui vérifient les trois propriétés : 

PI) u appartient à c*[a,b] .  

P2) u coïncide avecfen chaque point xk : V k  ECO, ..., n) : u ( x k ) = f k  

P3) u'(a) = a, u'(b) = p 

On désigne par § l'ensemble des fonctions numériques u de C2 [a,b] qui vérifient la propriété : 

P4) Sur chaque intervalle ] x k  - 1 ,  x k  [, ( k  = 1,. . , n)  , ZI est un polynôme de degré inférieur ou égal 

à 3. 

Justifier succinctement que § est non vide. 

On désigne par ëO, Z1 ,. . . , en la base canonique de IR"+' et on identifie les vecteurs de IR"+' à des - 
matrices à (n+1) lignes et une colonne. 

A. Interpolation de f par une fonction de 5. 

Les réels a, p étant donnés, on cherche une fonction G de WY; a, p) qui soit dans S. 

I I  

1) Soit m = mkëk un vecteur de IR"*', donné par ses composantes sur la base canonique 
k = O  

a) Soit k un entier de  JI}, montrer qu'il existe un unique polynôme de IR[X], de degré 

inférieur ou égal à 3, pk , tel que : J',, ( x ~ - - I  ) h - i  

P k " ( X k - 1 )  = 171k-1 

p ,  ( x h -  = .fA 

ph: (x/,. ) = ???A. 
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On cherchera li. sous la forme : 

b) On considere la fonction g dont la restriction à [xi - I .  .yx 1, ( k  = 1. I I )  est I’, Vérifier 

que g est bien definie et montrer qu’une condition necessaire et sufisante (CNS) pour que 

g soit deux fois continûment derivable sur [a, h]  est que 

c) En déduire qu’une CNS pour que g soit deux fois continûment dérivable sur [cr,h] et 

vérifie : g‘(a) = a ,  g‘(h) = p , est que le vecteur m .  soit solution d’un svstème lineaire 

de la forme 

ou A est une matrice de <il,, ,(;?&) dont les coefficients diasonaux sont (2,4.J . ,4.2) et b un 

vecteur de IR” ’. que l‘on precisera On ne cherchera pas a resoudre ce systenie Que 

remarque-t-on quant à la forme de A 7 

11 

2 )  Soit V = \ ~ ~ . i ! ~  un vecteur de IR”.’, donné par ses composantes sur la base canonique 
k = O  

a) Montrer que <A.G,i;> 2 <V,S > . Déterminer les vecteurs S pour lesquels l’inégalite 

précédente est une égalité. 

b) En déduire que A est inversible. 

c) En déduire l’existence et l’unicitk de la fonction G cherchée. Indiquer au moins un 

algorithme permettant de résoudre en pratique le système (11-1). 

3) On suppose pour cette question que a = b O  Montrer que le vecteur b du membre de droite 

fh  CL et H est une matrice de Jbn+l(R) que 
I l  

de (11-1) est de la forme b = H . T ,  OÙ f = 
,4 = O  
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l’on précisera. Déterminer le noyau de H. Pouvait on le connaître sans expliciter H ? 

4) Application. On considkre la fonction,f(x)=C’os(x) avec a-=O et b=x, et on prend n=6. On 

cherche la solution (nt , , , in , .  ..ni6) du système (II-l), dans le cas où a = ,f’(a), /? = f ’ ( h ) .  

a) Montrer, sans calculer m , que l’on a les relations : ni, = -ni6-, ; i = 0,1,2,3. On 

pourra pour cela. par exemple. introduire la matrice de permutation associée a ces 

relations. Cette proprieté se generalise-t-elle à t i  quelconque ? 

b) Déterminer alors ( i q )  ,NI, ..., t+, ) 

B. Une propriété K extrémale )) des fonctions de 5. 

1 I Llontrer que S est un espace vectoriel sur :R Indiquer sa dimension il pourra être utile 

d’exhiber une application linéaire de S dans un certain IRp 

2 I On designe Far 5,) la partie de 5 formee des fonctions I I  ceritiant / / ’ ( a )  = r r ’ ( h ) = O  Montrer 

.,c & ea i  yI:i ~ ~ ~ i s - e s u a c e  kctoricti de 5 lndiqtiei crie base tie 2 c m s ~  ciue sa dimension Si L( 

ct  1; ioni deux. :cels donnes. cdracteriser i‘cnsemble S( (Y. i;) des elemenrs II de S veritiant 

t / ‘ ( ( l )  = 4 / , ’ ! b )  : p 

b) En déduire que : @(G)= Znf @ ( 1 4 )  

uGW(f’ ,a ,pi  

c) Existe-t-il une fonction g de S vérifiant la propriété P2 et la condition 

g”(a) = g”(b) = O ? Si oui, que représente @ ( g )  ? 


