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L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée.

Les trois parties peuvent étre traitées de facon indépendante.

PARTIE I

z

+o00
I.1 On considére la série entiére z de la variable complexe z.

o (n+1)!
I.1.1 Déterminer son rayon de convergence.
1.1.2 Calculer sa somme S(z) . On distingueralescas z=0 et z2#0.

*
1.2 Soit la fonction f de la variable complexe z définie sur C - {2kiwr /ke Z } par:

z

pour z ¢ 2inZ

f9) =

e -1

f0)=1.

400
. . Pl N Z
Nous admettrons qu'il existe une série entiere ZB,—'- de rayon de convergence R > 0 dont la
n!

n=0
somme sur son disque ouvert de convergence est égale a f(2) .
1.2.1 Montrer que R <2x. Nous admettrons que R =27.
1.2.2 Calculer B, .

1.2.3 Donner pour tout n =1 l'expression de B, en fonctionde B,, ..

.» B, , (on pourra

remarquer que pour lzI < 27, on a I'égalité S(z)f(z) = 1 ). En déduire que B, est un nombre

rationnel pour tout ne N .

1.2.4 Calculer B,, B,, B,, B,.
1.2.5 Calculer f(z) - f(-z) . En déduire que B,,,, =0 pourtout k1.
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L.3

z
1.3.2 En déduire l'expression en fonction des B, des développements en série entiére des

fonctions thx et tanx de la variable réelle x . Quel est le rayon de convergence des séries entiéres

1.3.1 Exprimer 1+ en fonction de .

obtenues ?

L4 On considére la fonction & des deux variables complexes x et z définie par:
h(x, z) = f(z) e* .
1.4.1 Montrer qu'il existe une suite ([3, (x))ﬂeN de polynémes a coefficients rationnels telle

que, pour tout couple (x, z) de nombres complexes tel que lzl < 27, on ait :

Q) h(xz) =Y B,(x)

z
=0 n!
Déterminer le degré de B,(x), ne N.
Exprimer f,(0) en fonctionde B, .
1.4.2 Calculer B,,,(x +1)- B,,,(x) pour k >0 . En déduire une expression de la somme
1*+2¥+3*+ ...+ N* enfonctionde B,, (N+1), B,,,(0) et k.
1.4.3 Comparer h(1-x,-z) & h(x, z) . En déduire que l'on a f,(1-x) = (-1)"B,(x) pour

tout ne N . Exprimer B,(1) en fonction de B, .
1.4.4 On suppose dorénavant que x est réel. On admettra que I'on peut alors dériver terme 2
terme le deuxiéme membre de 1'égalit€ (1) parrapporta x.

Montrer que pour tout n€ N ona B/, (x)=(n+1)B,(x) .

En déduire que Jol B,(x)dx =0 pourtout n2>1.

PARTI

Les résultats de la question 1.4 permettent de définir la suite de polyndmes (B,), .y
introduite a la question 1.4.1 par la récurrence suivante :

M  B=1,

@) VkeN, BL(0=(k+DBx) et [ f()dx =0.



Pour tout nombre entier k20, on note ¢,(x) la fonction 2n-périodique de la variable réelle x qui

coincide avec ﬁk(z—x—) sur l'intervalle [0, 2x{ .
/1

IL1 Calculer B,(x), B,(x) et B,(x).On vérifiera en particulier que f,(x) = -x+i.

I1.2

I1.2.1 Vérifier que ¢, est paire et continue sur R .

I1.2.2 Développer ¢, en série de Fourier réelle.

I1.3

IL.3.1 Montrer que pour tout k23 la fonction @, estde classe C*? sur R, etque:

, k
o= E‘pk—l )
kt
k=2) _ .
k ' = 2k—lnk—2 ¢2

I1.3.2 En déduire le développement en série de Fourier réelle de ¢,, pour p entier

supérieur ou égala 1.
- 1
I1.3.3 Exprimer, pour p entier supérieur ou €gal 3 1, la somme 2_27 en fonction de

n=1

B,,(0) et p.

PARTIE II1

+oo  _x-1

On considére l'intégrale J dr ,ou x est un nombre réel.

0o € —1

x-1

II1.1 Montrer que la fonction > ] est intégrable sur ]O, +oof pourtout x> 1.

!

+oo x-1

dr estdeclasse C sur J1, +oo[ .

ITIL.2 Montrer que la fonction F(x) = J -
0o € —
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IIL.3 On suppose x fixé, strictement supérieura 1.

x=1 +oo
<. £ et _ x-1_-nt
IIL.3.1 Vérifier que pour tout >0 on peut écrire i Zt e
n=1

—-nt

I11.3.2 Montrer que la fonction > t*"'e™ estintégrable sur [0, +eo[ pourtout n>1.

On pose I'(x) = Trledr e, pourtout n22, I(x) = e ™dr
0 0

I11.3.3 Calculer, pour tout n22, I',(x) en fonctionde n, x et I'(x) .

-1 F
I11.3.4 En déduire que pourtout x>1 ona 2—1 = LilCY) .
mn T(x)

IIL.4 Soit & un nombre entier supérieur ou égal a 2.

II1.4.1 Exprimer I'(k) en fonctionde k et I'(k-1).

oo

1
II1.4.2 En déduire la valeur de T'(k) et l'expression de 27 en fonctionde k et F(k).
n=1 h

Fin de 1'énoncé
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