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C O N C O U R S  C O H M U W S  P O L Y l E C H W I Q U E S  

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE-FILI~RE PSI 

MATH~MATIQUES 2 

DURÉE : 4 heures 

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions 
définies dans la circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Notations, données et objectif 

On note N l'ensemble des entiers naturels et R le corps des réels. 

Si E est un espace vectoriel sur R de dimension finie, on note dimE la dimension de E.  

Pour toute application linéaire $ , on note Ker @ le noyau de 9, et Im4 son image. 

Pour k E N et(xl,x2) E R2,  avec xI < x 2 ,  on note C k [ x l , x 2 ]  l'ensemble des fonctions réelles 
de classe C k  sur [xl , x2]. En particulier, Co[x,, x 2 ]  désigne l'ensemble des fonctions continues 
sur [x1,x2]. 

a et p sont deux Cléments donnés de c'[O, 11. On suppose que a ( x ) 2  O pour tout x E [0,1]. 

Le problème concerne la recherche de solutions approchées pour le "problème aux limites" 
suivant : 

Trouver f E C2[0, 13 telle que : 

Vx € [O,  11 - f " ( x )  + a ( x ) f ( x )  = P(x) 

f(0) = f ( l ) =  0 
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PREMIERE PARTIE 

1 . 1 . 1 /  Prouver qu’il existe un unique couple (g. I I )  E s,’ tel que 
<?(O) = IZ’(O)= O et g’(0) = I ~ ( o )  = 1 .  

1.1 .Y Montrer que S E  est non vide. 

Dans la suite de cette première partie, g et II désignent les fonctions définies 
se donne un élément 1 E S E .  

la question 1.1.1/. et on 

1.2/ Déterminer l’ensemble { 1 + rg + .di: ( r .  s) E R’ ) 

1 .Y Montrer que g(1) # O (on pourra faire un raisonnement par l’absurde dans lequel on s’intPressera 

au signe de l’intégrale 1 = JO;’(x)?dx ). 

1.4/ Montrer qu’il existe un unique couple de réels (ro ,sO) tel que (I + r0g + s O h ) ~  S 
On exprimera ro et so l’aide des fonctions I ,g  et h .  

1 3  En déduire que S est un singleton. 

Dans la suite du problème. on adopte les notations suivantes : 

O 1 1 F = (v E c [O, 11. v est c par morceauxl. 

V={vE F,v(O)=v(1)=0}.  
Pour toute fonction 13 E F ,  D(v),  ou plus simplement Dv . désigne la fonction définie sur [O, 11 
par : 

1 
D ~ ( o ) =  ~ S ( ; ( O ) ,  ~ v ( l ) =  \9;(1)et, s i r €  p , l [ .  ~ v ( x > = -  7 (\;;(x)+vi(x>), - 

où v ; ( x )  et v i ( x )  désignent respectivement la dérivée h gauche et h droite de v en x. 

a‘ et b désignent les applications définies respectivement par : 
b : F + R  

et 
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DEUXIEME PARTIE 

2.U Indiquer si chacune des affirmations suivantes est vraie ou fausse ; chaque réponse sera 
rapidement justifiée. 

2.1.1/ F est un espace vectoriel réel. 

2.1.2/ V est un sous-espace vectoriel de F. 

2.1.3/ b est une forme linéaire sur F.  

2.1.4/ V(u,  v) E F 2 ,  trh E R, D(u + hv) = Du + A D v  . 

2 . 1 3  ü est une forme bilinéaire symétrique sur F. 

2.1.6/ Pour \.t' E Cl [O, 13, on a : Vx E [O, 1 ], D w ( x )  = w'(x). 

2.2/ Soit \V E C' [O, 13 et v E F .  En utilisant une subdivision de l'intervalle d'intégration considéré, 
prouver chacune des propriétés suivantes : 

1 
2.2.2/ \"t (x)v(x)dx  = [ w ( x ) v ( x ) ~ - j w ( x ) D v ( x ) d x .  5, O 

2.3/ Pour u E F , on définit une application notée Yf, par : 
Y,, : F R 

v H 2(u, v )  - h(v) 

2.3.1/ Montrer que Yf, ( V )  est égal soit à {O}, soit à R. 

2.3.2/ Soit f E S .  Déterminer Y , ( V )  dans ce cas (on pourra utiliser la propriété 2.2.2/ ). 

2.41 Pour cette seule question, on suppose a identiquement nulle sur [O. 11. 

Déterminer l'ensemble { I I  E F ,  G(u, u )  = O}. 

Dans la suite, on revient à la seule hypothèse a 2 O sur [O, 11. 
On note a la restriction de d à V 2 .  
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2.5/ Déterminer l'ensemble {u E V,a(u,u) = O}, et montrer que l'application a est un produit 
scalaire sur V. 

Dans la suite du problème, V est muni d'une structure d'espace préhilbertien réel par le produit 
scalaire a. Ainsi, deux vecteurs u et v de V sont orthogonaux si, et seulement si, on a a(u, v) = O. 
La norme associée à a est notée N .  

1 
2 

2.6/ On note J l'application de V sur R définie par : b'v E V, J(v) = - a(v,v)- b(v). 

2.6.1/ Soient f E S et w E V. Montrer que la quantité J ( f  + w)- J ( f )  peut se ramener à une 
expression où ne figure pasf. (on utilisera le résultat de la question 2.3.2/ ). 

2.6.2/ Retrouver ainsi le fait que S ne possède pas plus d'un élément. 

2.7/ On pose S ,  = {u E V;b'v E V,u(u,v)= b(v)}. A-t-on S,  = S  ? 

TROISIEME PARTIE 

Dans la suite du problème, IZ désigne un entier naturel non nul. 

1 
n + l  

Onpose&=- et,pourkE{O ,..., n + I } ,  xk =k. 

On pose de plus : 

A = {v E V;Vk  E {O, ..., n}, v coïncide sur [ X ~ , X ~ + ~ ]  avec une fonction affine 1. 

3.1/ Vérifier que A est un sous-espace vectoriel de V. 

3.2/ Soit o l'application linéaire de A vers R'* définie par : 
b'v E A, o(v)= (v(x1) ,..., v(xn)). 

3.2.1/ Déterminer Ker o et Imo  

3.2.2/ En déduire que A est un espace vectoriel de dimension finie, et préciser dimA 
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Dans la suite du problème, pour tout k E {l, ..., n} ,  (Pk désigne l'unique dément de A tel que : 
(Pk(X+O si i #  k { ( P k ( X k ) =  

3.2.3/ Montrer que la famille ( (pk )kG{ l , , . . , l )  est une base de A. 

3.2.4/ Soit x E [0,1]. Exprimer (Pk ( x )  en fonction de x,  k et & , en distinguant selon que 
X E [ x k - [ . x k ] 7  X E ] x k J k + l ]  Ou [ X k - l ~ ~ k + l ] -  

3 . 2 3  On considère l'application p définie par : 

Ip:"f 
k=l  

Déterminer Im p .  Montrer que p est un projecteur. 

3.31 Montrer l'existence et l'unicité de g E A telle que Vv  E A, a(g, v ) =  b(v). 

Dans la suite du problème, on note g la fonction définie à la question 3.3/ 

3.41 Déterminer l'ensemble T = { V E  A,V.j E { l , . . , t i ) ,a (w, (~~)= b(qj)].  

3 3  Pour i E (1, .. ,n} ,  on pose gi = g ( x i ) .  On note G le vecteur colonne 

3.5.1/ Utiliser la question 3.4/ pour trouver une matrice carrée M 

I 

sw I 
symétrique inversible dont 

les coefficients s'expriment à l'aide de l'application n et des fonctions ( P k ,  et un vecteur colonne 
B dont les coefficients s'expriment h l'aide de b et des q X ,  tels que G vérifie la relation 
matricielle MG = B .  

3.5.21 Pour cette seule question, on suppose la fonction a constante, l'unique valeur prise par 
cette fonction étant notée simpiement CI. Exprimer les coefficients de M en fonction de a et E 
(des changements de variables très simples pourront faciliter le calcul des intégrales exprimant 
ces coefficients). 
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QUATRIEME PARTIE 

On note f l'unique élément de l'ensemble S. 

On pose h = p c f ) ,  où p désigne le projecteur défini à la question 3 2 3 .  
On rappelle que g désigne la fonction définie à la question 3.3/. 

On rappelle également que l'application a confère à l'espace 
préhilbertien réel, et que la norme associée i a est notée N. 

4.1/ Déterminer la projection orthogonale de f sur A (on uti 
question 2.3.2/). 

4.2/ Montrer que N ( f  - 8)s N ( J '  - II). 

vectoriel V une structure d'espace 

isera notamment le résultat de la 

4.Y Soit k E {O,.., n ] .  Pour alléger I'écriture. on pose y = xk et z = xk+] 

4.3.1/ Vérifier que la restriction de h ii l'intervalle fermé [y , z]  appartient à C 2 [ y , z ] .  

Montrer qu'il existe une constante K,  , indépendante de x, de n, et de k, telle que : 

On exprimera K,  en fonction de Ko. 

4.3.3/ En déduire une majoration de j:(Df - D h f  (x)& en fonction de E et KI.  

4.3.41 Montrer qu'il existe une constante K 2 ,  indépendante de x, de n, et de k,  telle que : 

On exprimera K2 en fonction de KI .  

2 
VX€ [ Y , Z l l ( f ' -  h ) ( X ] I K 2 E  . 

4.3.Y En déduire une majoration de I'Q - h y ( x ) d x  en fonction de E et K 2 .  
y 

4.4/ Montrer qu'il existe une constante K indépendante de n,  telle que : 

On exprimera K en fonction de L et Ko . 
N ( f - g ) l  KE. 


