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MATHEMATIQUES 1

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n® 86-228 du 28 juillet 1986.

Notations et objectifs

On désigne par €(2n) (resp. @m(2n) ) le R-espace vectoriel des épplications de R dans R,

2n-périodiques continues (resp. continues par morceaux).

1 s .
Lorsque ¢ € €m(2r) et k € Z on note ck(o) = Py nn ¢(t)e ikt dt le coefficient de Fourier
d’indice k de .
Lorsque k € N on note :
1 ¢n I x .
ay =ay () = ;Ln(p(t)cos(kt)dt et by =bj(®)= J.__n(p(t)sm(kt)dt :

les ay et les by sont les coefficients de Fourier réels de ¢ et on appelle série de Fourier réelle de ¢ la
série :

a

70 + Z[ak cos(kt) + by sin(kt)].

k21

Siz e Con note Z le nombre complexe conjugué de z et |z le module de z.

Cette épreuve comporte trois parties indépendantes les unes des autres.

Dans la partie I, on étudie et on explicite une fonction f définie comme somme d’une série
trigonométrique.

Dans la partie II, on étudie une condition suffisante portant sur la fonction ¢ pour que les sommes
n
Zlc k ((p)l soient majorées indépendamment de n. -
k=-n

Dans la partie III, on étudie les valeurs propres d’une matrice Mp(¢) construite a partir des

coefficients cy(¢).
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PARTIE I

1.1/ On considére I’équation différentielle (E) y''+y =ou? + Bt+ v+ dcost

ou o, B, vy, & désignent quatre constantes réelles.

Déterminer les solutions réelles de 1’équation (E)
I.1.1/ lorsque 8 = 0,
I.1.2/lorsque a =B =y=0,
I.1.3/ dans le cas général.

1.2/ Soit F I’application 2n-périodique de R dans R définie par
2
« pourtoutte ]-x, ) : F(t) =t ».

1.2.1/ Déterminer la série de Fourier réelle de F.
1.2.2/ Etudier la convergence ponctuelle de la série de Fourier réelle de F et préciser sa somme.

1.3/ On désigne respectivement par f, g et h les trois fonctions définies pour t réel, par
+oo k

(=D
f(t) = ————cos(kt),
EZ K (k? -1
+oo k
-1
g= Y =L 2) — sin(kt),
k=2 k(k _1)
+o0 _nk
h(t) = 2 (21) cos(kt),
k=2 k"-1

lorsque les séries convergent.

1.3.1/ Montrer que les fonctions f, g et h sont définies sur R.
1.3.2/ Montrer que la fonction f est de classe &% sur R et exprimer f* et f *’ en fonction de g et h.
1.3.3/ Quelle est la valeur de f ’(0) ?
1.3.4/ Calculer explicitement la valeur de f ().
1.3.5/ Déduire de ce qui précede, en particulier de 1.2, que la fonction f est solution sur
] -wt, ] de I’équation différentielle :
(E) y'+y=at’+Bt+y+dcost
pour des constantes 0., B,v,d quel’on explicitera.
1.3.6/ Déduire de 1.3.5/ que f est de classe €~ sur J-m, n[ et donner 1’expression explicite de
f°7°(t) + f’(t) pourte }-m, m[.
1.3.7/ La fonction f est-elle de classe &> sur R ?

1.3.8/ Expliciter f(t) pour t € ]-m, ®].



PARTIE 11

Dans cette partie on désigne par ¢ une fonction quelconque de Gm(2n) et on pose :

n
pourtout ne N, S, ((p) = Zlck ((p)‘ :
k=-n
L’objet de cette partie est I’étude d’une condition suffisante de convergence de la suite (S(9))n eN

I1.1/ On considere I’application @, 2m-périodique, impaire, de R dans R définie sur [0, ] par
0,0)=0,(m=0 et @,(t)=n pour te ]O,n[.

La suite Sy, (¢,) est-elle convergente ?

Dans toute la suite de cette partie on désigne par ¢ une fonction appartenant a €.(2m) et I'on
suppose que ¢ vérifie la condition :

(£) «ilexiste A € Ry etse ]0,1] tels que pour tout (x, y) € R? on ait :

I(p(X) - (p(y)l < A[|x - ylS ».

Etant donné h € Ri on associe a @ la fonction yy, définie sur R par :
Vh() =9@(t+h)—@(t-h).

I1.2/ Montrer que pour tout h € R: la fonction y, € ‘G(2n).

I1.3/ Exprimer le coefficient de Fourier cy(yy) en fonction de ci(¢).

I1.4/ Justifier, pour tout n € N, I’inégalité :

1 2
X z:sinz(kh)lck((p)l2 S%t-ﬂtn(\uh (t)) dt.

k=-n
IL5/ En déduire qu’il existe A, € R tel que pour tout n € N on ait I'inégalité :

n
Y sin?(khei (o) < A, -h%.
k=-n

11.6/ Pour p e N* on considere les ensembles I, définis par :
1, = (keZ / 2P < |kl 2Py
et on note H(p) le cardinal de I,
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11.6.1/ Expliciter H(p).
I1.6.2/ Montrer que pour tout k € I, on al’égalité :

.2 kn 1
sin 2.
7p+l 2

11.6.3/ Justifier, pour tout p € N*, I’'inégalité :
2

X Zlck(¢)l <H(p) 2|Ck(<P)|2-

keIp keIp

(1(p))"?

1
I1.6.4/ On suppose que s > 5 ; établir la convergence de la série E R déduire alors
1
p=1 (2P+ )

de tout ce qui précéde que la suite (S,(9))n eN €5t majorée, puis préciser sa nature.
%

PARTIE III

Dans cette partie : n € N* et on désigne par cMan (C) I’'anneau des matrices carrées d’ordre n a

coefficients dans C.

SiMe cMon (C)onnote M= (njg)avec 1<j<n et 1<k<n, ol [jg désigne I’élément de la

j-ieme ligne et de la k-ieme colonne de la matrice M.

Lorsque ¢ € €m(2r) on définit la matrice Mp(9) € cN\on (C) par

1 (w i
Mn(@) = (K, k(@) avec uj,k(‘P)=Cj-k(cp)=Ej_n‘l’(t)e =Rty

L’objet de cette partie est I’étude de quelques propriétés des valeurs propres de My, ().

[II.1/ Soit ¢ € R, on considere la fonction ¢, définie sur R par:
«pourtout t € R, @ (t)=0 ».

Expliciter alors la matrice My, (@) et préciser ses valeurs propres.

II1.2/ Dans cette question on suppose que @ = ¢, (fonction définie au II.1 : 2n-périodique impaire

telle que ¢,(0) = @,(r) =0 et ¢,(t) =m pour t € ]O, [ ).




I1.2.1/ Expliciter la matrice M,(9,).
111.2.2/ Calculer les valeurs propres de M,(¢)).

I11.3/ Dans cette question on suppose que ¢ =f ol f désigne la fonction définie au 1.3 :

&k
f(t) = Z ——2——2—005 (ko).
k=2 k7(k"-1)

I11.3.1/ Déterminer la valeur des coefficients cx(f) pour k € Z (on justifiera la réponse avec
soin).

II1.3.2/ Expliciter la matrice M,(f) et calculer ses valeurs propres.

Dans toute la suite du probléme ¢ € ﬁm(Zrt) etne N*.

II1.4/ Exprimer tMn (9) (matrice transportée de la matrice My(9)) en fonction de la matrice My(¢)
dans les cas suivants :

I11.4.1/ lorsque la fonction ¢ est paire,

I11.4.2/ lorsque la fonction ¢ est impaire.

II1.5/ Soient A, 1 <r<n les valeurs propres (complexes) de My, (9) ;

1 @ 4
exprimer " ZM en fonction de J' o(t)dt .
-

r=1
Z]
. . . . Z2
I11.6/ Etant donné n nombres complexes z;, 1 <j <n, on considere la matrice colonne Z=| . | et
Zn
on note ‘2:(21 Zy - in) la conjuguée de la transposée de Z. On pose alors

a0 —
J = tZMn((p)Z et on note O (n, @, z;,25,...,zp) ou pour simplifier, 6 (n, @, Z) I'unique

coefficient de la matrice J.
n 2
n .
IIL6.1/ Exprimer 6 (n, ¢, Z) en fonctionde | | >z p(t)d.
-7
k=1

I11.6.2/ En déduire que toutes les valeurs propres de Mp(9) sont réelles.

Tournez la page S.V.P.




I11.6.3/ On suppose, dans cette question, que ¢(R) c R4
Montrer que le nombre 6 (n, @, Z) est réel et positif ou nul.

I11.6.4/ On désigne de nouveau par ¢ une fonction quelconque de EmE2n).
Montrer qu’il existe (a, b) € Rz, a < b, tel que O(R) c [a, b]. Déduire de ce qui précede, en

particulier, de III.1 et I11.6.3, que toutes les valeurs propres de M(¢) appartiennent a I’intervalle
[a, b].

II1.7/Pour simplifier on notera cy au lieu de cx(¢) les coefficients de Fourier de ¢.

On rappelle (ou, le cas échéant, on demande d’admettre) que :

e Toute matrice de cN\an (C) est semblable a une matrice triangulaire supérieure ;

e [’égalité de Parseval est valable pour toutes les fonctions de Emen).

II1.7.1/ Calculer la trace de la matrice (M, (¢ ))2 en fonction de ’00’2 ,|cll2 ,...lcn_1|2 .

1 &

I1.7.2/ Exprimer; 2(7»,)2 en fonction de ICOIZ’ICIIZ’---lcn—llz (ol A, 11 < n, désignent les
r=1

valeurs propres de Mp(9)).

II1.7.3/ Soit u une suite de nombres réels positifs ou nuls. On suppose que la série
n

k
Zuk converge. Quelle est la limite de Z — Uk Jorsque n — +oo ?
k=1 k=1

1
111.7.4/ Montrer, en utilisant ce qui précede, que la suite 0 2‘(7»r)2 admet une limite lorsque
r=|

2
. - . T
n — +eo et exprimer cette limite en fonction de I_n(w(t)) dt.

Fin de I’énoncé.



