SESSION 2002 ‘ PSIM104

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
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N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.
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Cette épreuve comporte deux problemes totalement indépendants 1'un de l'autre.

PROBLEME 1

Dans ce probleme, on désigne par :
E la fonction partie entiére,

I lintervalle ]0,+oo ,

D agman

CAo I'ensemble des applications continues par morceaux de R™ dans R qui

vérifient la condition : pour tout ¢ e R¥ | f (t)] <t.
I — ey

Si fe cf\o et xel=]0+0[ ,onconsidere \F(x)= Ie_th(t) dt.

R+
Le but de ce probleme est d'étudier quelques propriétés de F .

Préliminaire — Etude de deux fonctions :

nx

Onconsiderepour xe R et neN : u, (x) =e et v, (x) = ne

P.1/ Déterminer I'ensemble de convergence simple D de la série Zun (x) (resp.D’
nz0
de la série z v, (x) )
nxl1
+00 +0
Onnote désormais  g(x)= Y u,(x) pour xe D et h(x)=> v,(x) pour xeD".
n=0

n=1
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P.2/  Expliciter g(x) pour x e D.

P.3/  Etablir (en la justifiant) une relation entre les fonctions g et A.
En déduire I'expression explicite de  4(x) pour x e D’.

1/ Une étude de (‘Aw .

1.1/ On considére la fonction f; définie sur R" par fo (t) =1 .

Montrer que si  x € I  alors l'application t>e ™ fo (t) est intégrable sur R et
expliciter Fy(x) = Ie_thO (¢) dr.
R+

1.2/ Vénfier quesi f € CAD etsi x el ,alors la fonction ¢, :tH e—th(t) est
intégrable sur R .
Ainsi, lorsque [ € CAQ , la fonction F :xm— J’eﬁtf(t) dt est bien définie sur / et on
R+

note désormais F = gﬁ(f)

1.3/ Soit fecAo et F:f(f).

1.3.1/  Déduire de ce qui précede que xF(x) admet une limite que l'on précisera
lorsque x tend vers + oo .

1.3.2/  On suppose de plus que f est continue sur R*. Montrer que la fonction

F  estdeclasse (el sur I'intervalle /.

2/ Exemple 1 : fonction partie entiére.

On considére dans cette question la fonction  f; définie sur R par f1lt) = E(t) (partie
enticre de £) etsoit F| = io,(fl )

2.1/ Vénfier que la fonction f; appartient a I'ensemble cAo .
2.2/ Montrer que la fonction F; peut s'exprimer a l'aide de I'une des deux fonctions
g ou h,etexpliciter Fj(x) pour xel.

3/ Un deuxiéme exemple.

On considere dans cette question la fonction f, définie sur R™  par
£() = @) + (- EQ)P etsoit F, = L(f,).

3.1/ Montrer que la fonction f, appartient a l'ensemble dé\o



3.2/ La fonction F, est-elle de classe (€1 sur l'intervalle 7 ?
3.3/ Indiquer l'allure du graphe de F, sur l'intervalle

3.4/ Expliciter F,(x) pour xel.

PROBLEME 2

Dans tout ce probléme, n e N* ; si (p, q) e N? avec P < g onnote [[p, q]] 'ensemble
des ke N telsque p<k<yg.
On désigne par :

m,,((R) lensemble des matrices carrées d'ordre n +1 4 coefficients dans R,

O,,1 l'ensemble des matrices orthogonalesde 1, ,, (R),

D, ., l'ensemble des matrices diagonales de M1, (R) ;

si M e mn+1(R) on note :

M = (,ui’j) avec (i, )e[ll,n+1]]x[lLn+1]), ou di ; désigne I'élément

de la i-éme ligne et de la j-€éme colonne de la matrice M,

M' la matrice transposée de M,
det M le déterminant de M,

n+l n+l

Sy l'endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique de R

est la matrice M,

M" la transposée de la comatrice de M (on rappelle la relation
MM™ = M™M = (det M)I ., ,ou I,,; désigne la matrice unité de m,,;(R)).

Etant donné deux éléments de R” : a=(a1,a2,...,an) et b=(b1,b2,...,bn) , on
associe au couple (a,b) la matrice A, (a,b) € m, ., (R) définie par A, (a,b) = (ai,j) avec
a; ;i = 0 lorsque |i - j| # 1

it =4, G =b, pour ie [[L ”]]
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Par exemple pour n =2 a= (al, az), b= (bl, b2)

0 b 0
Az(a,b)= al 0 b2 em3(R)
0 612 0

Pour ne N, n fixé, on note 8,1 l'ensemble des matrices A4, (a,b) pour (a,b)e (R”)z.

On se propose d'¢tudier quelques propriétés des matrices 4, (a, b) et de I'ensemble 6 0

PARTIE I

Etude de 8]

Soit f,] I'ensemble des matrices 4; = Al(al,bl)= (: %j pour a; € R e b €R.
1

U soit G = 4(1,0) H = 4,(0,1)

Calculer G2, H?, GH, HG.

L'ensemble fl est-il stable pour la multiplication ?

T2/ Expliciter 'ensemble El N O, (c'est a dire l'ensemble des matrices de il qui sont
orthogonales).

1.3/ Montrer que toute matrice A4 = 4, (al , bl) appartenant a 81 peut s'écrire sous la forme

A=UA avec Ue gl N0, et Ae D, ;préciser le nombre de décompositions.

1.4/ Onconsidére une matrice A4 = A4, (a1 , bl) € 81 .

1.4.1/ On suppose a;b; # 0. Justifier 'existence de 47 ; la matrice 47! appartient-
elle a il ?
1.4.2/ Lamatrice A4 est-elle diagonalisable dans 1, (R)
- lorsque a;by <0 ?
- lorsque a;by >0 ?

1.4.3/ On suppose que a;b; = 0 . Donner une condition nécessaire et suffisante portant

sur a; et by pourque lamatrice A4 soit diagonalisable dans 71, (R)



1.5/ On considére deux matrices de fl :
0 0 ¢ 4
K = (x ?))J L= (z 0) avec (x, Vv, Z, t) e R

I.5.1/ Les deux matrices K et L  sont-elles semblables dans mz(R) lorsque

xy # zt 7

I.5.2/ On suppose que xy = zt # 0.
Les deux matrices K ef L sont-elles semblables dans 1, (R) ?

PARTIE II

Etude de i n

JeR", b=(b,by,....b,) € R" ; dans le but de

* .
Pour ne N, soit az(a],az,... , b,

» Ay
simplifier, on notera  d, (a,b) ou simplement dn le déterminant de la matrice 4 = 4,,(a, b).

IL.1/  Calculde d,.
\I’I.l,.\ll Calculer d,.

IX:1.2/ Pour n >3 exprimer d, fonctionde a,,b, et d,_,

I1.1.3/ Quelle est la valeur de dzp pour p € N* 2

WCalculer dypyy Pour p e N, enfonctiondes a; ctdes b;, i€ [1.2p +1].

I1.2/  Liens entre En s O, et D, 4

Tl\% 1 On suppose qu'il existe une matrice U € 8 "NO,,. Soit Ae D, , onpose

A = UA ; vérifier que Aez etqué AAeDlH

I1.2.2/ Soit A e 2p existe-t-il U € ij N 02p+1 et Ae D2p+1 telles que
A=UA?

I1.2.3/ Pour n =3 on considére la matrice A4 = 4, (a,b) € 63 avec a = (1,3,5)

b= (2,4,6). Existe-t-il U e 63 N0y et AeD, tellesque 4= A3(a, b) =UA ?
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I1.2.4/ On supposeque n = 2p +1 etque A=A2p+1(a,b)e€2p+1m02p+2.

:2.4.1/ Quelles sont les valeurs possibles pour a;, by, ay, b, ?

IN24.2/ Préciser l'ensemble 82 p+1 N Oypyn etson cardinal.

II.Z\.4.3/ Soit A€ €2p+1 telle que A4 e D2p+2 et det A # 0. Montrer qu'll
existe U € 82p+1 N0y et Ac D) pi2 tellesque A4 =UA.

I1.3/ Matrices symétriques de f’n .

On considére dans cette question la matrice 4 = 4, (a,a) pour aeR".

11.3.1/ Justifier 'affirmation :

Pourtout a € R" lamatrice A4 estdiagonalisable dans m1, +1(R)~

n+l
Si 4, , je€ [[1, 7 +1]] désignent les valeurs propresde  f 4, préciser la valeur de Z A
J=1

11.3.2/ Pour (x, y) € (R"H)z, onnote < x,y > leproduit scalaire euclidien canonique
de x et y. Onassociea A= 4, (a,a) la forme bilinéaire ¢, (notée simplement @)
définie par :

pour tout (x, y) € (R"J’l)2 olx, y)=<x, f4(y)>.

La forme bilinéaire ¢ définit-elle un produit scalaire sur R 9 (on pourra considérer

go(x, x) pour x vecteur propre de I'endomorphisme [ 4).

1.4/ Comatrices et ensemble f, n

~
IR4.1/ Montrer que pour toute matrice 4 = 4, (a1, b)) € 81 lamatrice A est élément

de il-

Dans la suite on suppose que n = 2.

. . f : * : . 8
1142/ Si Ael,nO0,, lamatricc 4 appartient-ellea L, ?

11.4.3/ Existe-t-il un entier »n > 2 tel que pour toute matrice 4 € fn la matrice 4~

soit €lément de fn ?

Fin de 1'énoncé.



