CCP PSI 2002 - Maths 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées
kkk
N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

XKk

On désigne par IN I’ensemble des entiers naturels, par N* I'ensemble N privé de 0, par Z ’ensemble
des entiers relatifs, par Q ’ensemble des nombres rationnels et par R ’ensemble des nombres réels.

Etant donné un entier naturel n, on note [0, n] ’ensemble des entiers naturels k tels que 0 < k < n.

Cette épreuve comporte trois parties.
Dans la premiére partie, on étudie les solutions développables en série entiere d’une équation différentielle.

Dans la deuxieme partie, qui est indépendante de la premiere partie, on étudie des suites numériques
définies par des relations de récurrence.

1
La troisieme partie utilise les résultats des parties précédentes pour obtenir un encadrement de 1)

par des nombres rationnels (th désignant la fonction tangente hyperbolique).

PARTIE I

Pour n € N, on considere les équations différentielles (E,,) 2%y + (n— n? — m2) y = 0, ou = désigne

une variable réelle et y = y(x) une fonction deux fois dérivable.
On remarque que (Ep) et (E1) sont les mémes équations.
I.1. On prend n = 0 et on étudie I’équation différentielle (Ey).
I.1.1. Déterminer les solutions de (Ep) sur chacun des intervalles |—oo, 0[, ]0, +-00].

I.1.2. L’équation (Ey) a-t-elle des solutions sur R ?

I.2. On prend n > 2 et on suppose que ’équation différentielle (E,,) a une solution développable en
+00

série entiere y(z) = Z uxz®, de rayon de convergence R > 0.
k=0

I1.2.1. Calculer ug et u.

1.2.2. Pour k£ > 2, donner une relation entre uy et up_o.
1.2.3. Calculer les coefficients ug pour k € [0,n — 1].
I.2.4. Pour p € N, calculer les coefficients w,42p41.
1.2.5. Peut-on calculer u, ? On justifiera la réponse.

I1.2.6. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.

2"(k 4 n)!
P ketnd N ote C, = ———— et on considere les fonctions définies pour x réel
our k et n dans N, on n en 2k 2n)] ©n p
—+o00
par ¢, (z) = Z Ckvnx%‘m lorsque la série converge.
k=0

1.3.
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I.3.1. Exprimer ¢q(x) et ¢;(z) a I'aide des fonctions usuelles.

1.3.2. Montrer que les fonctions ¢,, sont indéfiniment dérivables sur R.

1.4.
C
1.4.1. Calculer le quotient Zhintl
Ck,n
I.4.2. En déduire 'expression de Cjp — (2n + 1)C 541 en fonction de k et de Cj 1.
. 2n+1 .
1.4.3. Pour z # 0, exprimer ¢, (z) — ©n41(x) en fonction de ¢, o ().
x
I.4.4. On admet que pour tout n € N, la fonction ¢,, est solution sur R de I’équation (E,,). En
+o00o

reprenant la notation de I.2., on écrit ¢, (z) = y(x) = Z upz®. Quelle est la valeur de u, ?

k=0
I.5. Dans cette question on suppose x # 0.
I.5.1. Montrer que pour tout n € N, on a ¢, (x) # 0.

Pour n € N et « # 0, on définit v, (z) = M Dans la suite de la question, on pourra

“Pn—i—l (1’)
utiliser 1.4.3.

I.5.2. On suppose 0 < z < 1, montrer I'inégalité v, () > 1.

2 1 1
I.5.3. Montrer la relation v,,(z) = n + .
T 7n+1(x)

PARTIE 11

On note S 'ensemble des suites a = (an)neN vérifiant : ag € Z et pour tout n > 1, a,, € N*.
Etant donné une suite a = (ay),cn de S, on définit les suites (pn),cn €t (qn),en PAT :
po=ao,pr=aa1+1, =1, qg=a

puis, pour n > 2, par :
Dn = GnDPp—1 + DPn—2 €t ¢n = anGn-1 + qn—2-

I1.1. Montrer que pour tout n € N on a ¢, > n.

I1.2. Relations entre les p, et les g,.
I1.2.1. Pour n > 1, calculer p,gn—1 — ¢npPn—1-

I1.2.2. Pour n > 2, calculer p,gn—2 — ¢npn—o-
Pn
an

Pour n € N, on définit x,, =

I1.3. Etude de la suite (z,),cN-

I1.3.1. Pour n > 1, calculer z,, — x,_1 et pour n > 2, calculer z,, — z,,_o en fonction des aj et
des qy.

I1.3.2. En déduire que les suites (22n),cn €t (T2n41),en Sont adjacentes.

I1.3.3. On note « la limite de la suite (z,) nen- On se propose de démontrer par I’absurde que
« est un nombre irrationnel.

En supposant que o = p € Q, avec d € N*, et en utilisant ’encadrement 0 < o — x9,, < Tap+1 — Top,

déterminer un entier k,, vérifiant 0 < k,, <

. En déduire que o n’est pas rationnel.
q2n+1
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Soit A € N* un entier naturel non nul fixé; on considere la fonction f définie pour tout ¢ réel par
ft) =12 - Xt —1.
I1.4. Etude de la fonction f.

I1.4.1. Tracer le graphe de la fonction f sur l'intervalle [—1, A + 1].

I1.4.2. On note 71 et rq, avec r; < 19, les deux racines de f. Déterminer le signe et la partie

entiere de chacune des racines.

I1.5. Pour tout n € N, on prend a, = A et on considere la suite a = (a,),cn-
I1.5.1. Pour i € [0, 3], calculer p; et g;.

I1.5.2. Pour n > 1, exprimer ¢, en fonction des pg pour £ € N. En déduire une expression de
x,, en fonction des g pour k € N.

11.5.3. Exprimer ¢, en fonction de r1, ro et n.
I1.5.4. Déduire des questions précédentes une expression de x,, en fonction de rq, ro et n.
I1.5.5. En déduire la valeur de la limite o de la suite (x,),cn en fonction de 71 et ro.

I1.5.6. On prend A = 3. Calculer ¢, pour n € [0,6]. En déduire deux nombres rationnels qui
encadrent « & 10™% pres.

PARTIE III

Etant donné une suite de nombres réels (b,,) nens telle que pour tout n > 1 on ait b, > 0, on définit la
suite dont le terme général d’indice n est noté [bg, by, ..., by,] par :

1 1
[bO] :bO ) [b()abl] :bO‘f‘a ) puis pournZ 17 [b07---=bnabn+1] - bOa'--abn—labn+b 1 .
n+

1
En particulier [bg, by, bo] = [bo, by + b_]
2

ITI.1. Soit @ = (@), un élément de S. On lui associe les suites (pn),,cns (@n)pen €6 (Zn),cn définies

dans II.

IT1.1.1. Ecrire [ag, a1] et [ag, a1, as] sous forme de fractions en fonction des a;.

IT1.1.2. On suppose que, pour un entier n > 2 fixé, on a [ag, . .., a,| = Pn.

dn
Quel nombre rationnel obtient-on en remplagant dans [ag, . . ., an—1, a,], le terme a,, par a, + ?
An+1
IT1.1.3. Montrer que pour tout n € N on a [ag, . .., a,] = zy,.
1
IT1.1.4. Pour n € N*, montrer [ag, ..., a,| = ag + ———.
[a1, ..., ap]

Dans II.3., on a montré que la suite (x,),. converge vers un nombre irrationnel c. On note o =
[ag, a1, ...] et on note F' I'application de S dans I’ensemble des nombres irrationnels définie par F' (a) =
a = [ag, a1, ...]. On admet que F est surjective.

ITI.2. Soit o un nombre irrationnel et soit a € S une suite telle que o = F (a) = [ag, a1, . . J.

II1.2.1. Comparer xg, x1 et a. En déduire que ag est la partie entiere de a.

1
IT1.2.2. Pour k € N, on note oy, = [ag, ag+1, . ..]. Montrer I’égalité o = a9 = ag + —. Donner
aq
une relation entre oy, a1 et ag.

IT1.2.3. Décrire un algorithme qui donne la suite (ay,) En déduire que F' est bijective.

neN-
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IIL.2.4. On prend a = /3 et on note a = (an),cn € S la suite vérifiant F (a) = /3. Calculer
ag, a1, as, as et exprimer aq, an et ag en fonction de /3. Déterminer la suite a = (an)neN.

ITI.3. Soit u € N*. On note th la fonction tangente hyperbolique.

1
IT1.3.1. Déduire des parties précédentes qu'’il existe une suite a € S telle que F (a) = —N
th ( )

7
et expliciter les termes de cette suite (on pourra utiliser les résultats du I).

IT1.3.2. On choisit 4 = 1. Pour n € [0,4] donner le tableau des entiers a,, py, g,. En déduire

deux nombres rationnels qui donnent un encadrement de m a 10~ pres.
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