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Mathématiques 2 (calculatrices autorisées)

Notations.

- Etant donné un endomorphisme [ d’un espace vectoriel de dimension finie, on note det(l) son
déterminant, tr(l) sa trace et y; son polynéme caractéristique. En notant ¢d ’endomorphisme
identité, on définit [° = id et, pour tout k dans N, [FT1 =0 (¥,

- On note K[X] 'ensemble des polynémes & une indéterminée et a coefficients dans K = R ou C.

Objectifs.

Etant donné un vecteur non nul v et un endomorphisme [ d’un espace vectoriel de dimension finie,
on définit un entier r(l, u) a partir des itérées du vecteur par ’endomorphisme. Le probléme porte sur
I’étude de propriétés de 'endomorphisme, liées a la valeur de l'entier (I, u).

Dans la premiere partie, on traite un exemple dans le cas relativement élémentaire de ’espace vectoriel
R?. Une premiere structure euclidienne permet d’obtenir les coordonnées des itérées d'un vecteur par
I’endomorphisme ; une deuxiéme structure euclidienne permet de montrer que des points du plan,
déduits des vecteurs précédents, sont sur une ellipse.

Dans la deuxiéme partie, on fait établir des résultats généraux sur les endomorphismes étudiés.

Les deux parties sont indépendantes 'une de 'autre.

Pemiere partie.

Soit & un nombre réel tel que 0 < 0 < 7 et 0 # 3.

I.1. Dans cette question, on considere I’espace vectoriel euclidien orienté R? rapporté & une base
orthonormale ¢ = (g1, 2). Etant donné deux vecteurs u et v de R?, on note (u|v) leur produit
scalaire et ||u| la norme du vecteur w.

On définit les vecteurs v; = €1 et vy = cos(f)eq + sin(f)es et on considere la base V = (v, v2)
de R2. Soit [ 'endomorphisme de R? de matrice < 0 -1
1 2cos(6)
1.1. Déterminer le polynome caractéristique de [. En déduire les valeurs propres réelles ou
complexes de [.
1.2. Soit v = x1v1 + 22wy un vecteur quelconque de R2. Calculer ||v||? et ||/(v)|*. En déduire
que [ est un automorphisme orthogonal de R?.
1.3. Déterminer la matrice de passage P de la base € a la base V ainsi que la matrice inverse
P
On note M’ la matrice de ’endomorphisme [ relativement & la base €. Exprimer M’ en fonction
des matrice P, P~! et M. Donner I’expression de M’ et caractériser ’endomorphisme 1.
1.4. Le vecteur vy vérifie [(v1) = vg. Pour k € N, k > 3, on définit les vecteurs vy par vy =
l(vg—1). Pour k € N*  on note vy = agv; + byva.
1.4.1 En calculant ||vg||? de deux facons, déduire de I.1.2 une relation entre ay, by et cos(f).
1.4.2 Justifier que, pour k € N*, on a (v1|vg) = cos((k — 1)) ; en déduire la valeur de (va|vg).
1.4.3 En utilisant les produits scalaires (vi|vg) et (v2|vg), donner un systeéme linéaire de deux
équations a deux inconnues aj et bg. Montrer que

) relativement a la base V.
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I.2. Dans cette question, on prend la base précédente V = (v1,v3) comme base canonique de
Iespace vectoriel R2. Etant donnés deux vecteurs v = x1v1 + xavs et v/ = xjv1 + xhvg, on définit



le produit scalaire canonique de R? par : (v,v') — 12} + x975. La base V est alors orthonormée

pour ce produit scalaire.

On considere le plan euclidien muni du repere orthonormé R = (O, vy, v2) ot O est un point du

plan. Pour tout & € N*, on note Ay, les points du plan de coordonnées (ay, bx) dans le repere R,

ou aj et by sont les réels donnés dans 1.1.4.

2.1. On note (z,y) les coordonnées d’un point du plan. Déterminer trois réels p, g et r tels que
la conique d’équation pz? + gry +ry? = 1 passe par les points Ay, Ay et As. Montrer que tous
les points Ay, sont sur cette conique (on pourra utiliser 7.1.4.1).

1 cos(#) >

2.2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice () = < cos(6) 1

En déduire la nature de la conique.
On prend 6 = 7/3. Donner une équation réduite de la conique et tracer cette conique dans le
plan euclidien muni du repere R.

Deuxieme partie.

Dans cette partie, ¥ est un espace vectoriel de dimension n sur le corps K avec n > 2 et [ est un
endomorphisme de F.
I1.1. Soit u un vecteur non nul de F.

1.1. Montrer qu'il existe un entier k¥ € N* tel que la famille de vecteurs (u,l(u),...,*(u)) soit
liée. Justifier qu’il existe un plus petit entier k& € N* tel que la famille de k + 1 vecteurs
(u,l(u), ..., 1%(u)) soit liée. On note r(I,u) ce plus petit entier.

1.2. Justifier 'encadrement 1 < r(l,u) < n.

1.3. Montrer que r(l,u) = 1 si et seulement si u est un vecteur propre de [. Montrer que
r(l,u) = n si et seulement si la famille (u,l(u),...,I" 1 (u)) est une base de E.

I1.2. Un exemple.
Dans cette question, on suppose n = 4 et on note B = (e, e2, €3, e4) une base de E.

1 2 0 -1
N . L 1 -2 1 1 .
On considere 'endomorphisme f de FE représenté par Matg(f) = 1 -6 4 1 relative-
1 -8 3 3

ment & la base B. Calculer det(f) et tr(f).
Montrer que la famile (e1, f(e1), f2(e1)) est libre. Déterminer trois réels x, v, z tels que f3(e;) =
zf%(e1) +yf(e1) + zer. En déduire r(f,e1).

On reprend le cas général ou F un espace vectoriel de dimension n > 2 et [ un endomorphisme
de E. Soit u un vecteur non nul de E.
I1.3. On suppose n = r(I,u). D’apres I1.1.3, la famille B(u) = (u,l(u),...,I" 1 (u)) est une base

de E. On note I"(u) = 3 apl¥(u).

k=

3.1. Déterminer la matri((:)e Matp,)(l) de I'endomorphisme [ relativement a la base B(u). Cal-
culer det(f) et tr(f)

3.2. Déterminer x;(A) = det(l — Aid), le polynéme caractéristique de I’endomorphisme [ (on
pourra calculer ce déterminant en ajoutant a la premiere ligne une combinaison linéaire des
autres lignes, opération codée Ly « Ly + > iy X"1L; ot L; est la ligne d’indice 7).

IT.4. On note Z(l,u) 'ensemble des polynémes P € K[X] tels que I'endomorphisme P(l) vérifie

P(l)(u) =0.

4.1. Montrer que Z(l,u) est un idéal de K[X]. En déduire qu’il existe un unique polynoéme
unitaire, noté G(I,u), tel que Z(l,u) est formé de tous les polynémes produits du polynéme
G(l,u) par un polynéme quelconque de K[X].

4.2. Justifier que le polynome G(I,u) divise le polynéme x;. Montrer que le polynéme G(I,u)
est de degré r(l,u).



4.3. On reprend l'exemple de I1.2. Déterminer le polyndéme G(f,e1). En déduire le polynome
caractéristique de f puis les valeurs propres de f. Dans la question /7.2, on montre que la
famille (e, f(e1), f?(e1)) est libre; en utilisant ce résultat et le spectre de f, en déduire que
I’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

4.4. On suppose que I’endomorphisme [ et le vecteur u vérifient les hypotheses de la question

n—1
I1.3:r(lu) =net "(u) = 3 apl®(u).
k=0
Déterminer le polynome G(I,u) et retrouver ainsi I’expression du polyndme caractéristique de
I’endomorphisme .
I1.5. Dans cette question, on suppose qu’il existe un entier p € N* tel que [P = 0.
5.1. Déterminer le polynéme caractéristique de (.
5.2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) I existe un vecetur non nul u tel que r(l,u) =n
(2) "1 #£0
I1.6. On suppose que 'endomorphisme [ est diagonalisable. Soit W = (wy,ws,...,w,) une base
de vecteurs propres avec pour tout k € [1,n], [(wg) = A\ywg.

6.1. On suppose qu'il existe un vecteur non nul u tel que r(l,u) = n et on considere la base de
E : B(u) = (u,l(u),...,1" Y(u)). On note u = Y j_; x;w;. Ecrire la matrice de passage de la
base W a la base B(u). En déduire que les valeurs propres de [ sont toutes distinctes.

6.2. On suppose que les valeurs propres \; de [ sont toutes distinctes.

D VR Vit N
1 A ... At !

6.2.1 On considere la matrice A = L . et on note C' = : une
1 Ap ... Al An—1

matrice colonne telle que AC = 0. Montrer que le polynéme P = Zz;é ap X" est nul. En
déduire que A est inversible.
6.2.2 Montrer qu'il existe un vecteur u non nul tel que r(l,u) = n.



