CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE
FILIERE PS|
PHYSIQUE 1

PREMIER PROBLEME
PRECESSION DE L' ORBITE DESSATELLITES DE LA TERRE

1) V(r) ne dépend que de r donc son gradient est gradV(r) = d_ fdo d ﬂ
r r’

qui Sintegreen V (r) = - Gﬂ+C.AvecV(r =¥)=0,ilvietC=0dou |V (r)=- G%.
r

2) Dans le cas du champ de gravitation, le théoréme de Gauss < écrit

H §.NsdS=-4pG M, ; s 0U MinT s st |la masse contenue al’intérieur de la surface fermée S.
S

La distribution de masse étudiée ti est invariante par les symétries de la sphére donc le
champ qu’ elle crée est radia et ne dépend que de r. On choisit une surface de Gauss S sphéri-

que, de centre O et derayon r. Leflux de g atravers S est donc H g.A,dS =4pr?g.

S

e 0<r<R: M|NT5:%pr3r car r est uniforme. Comme M :%pF\ﬁr, on a donc

i o r ] 1 r?
Minrs = M. On en déduit g(r) =- GM — puisV/ (r) =2 GM = +C.

* R<r. Mints=M donc g(r)=-GM2 puis V(r):-GM en prenant toujours
r r

V(Ir=¥)=0.

La continuité de lafonction V(r) enr = R entraine C = - GM- 1GME =- §GM
R 2 R® 2 R
Donc, pour 0<r<R on peut écrire
r2 " B '
V(r ——G : i
(=56l : P
On en déduit la courbe ci-contre . 1
3) Le référentidl To est gdliléen donc la loi de | 7
Ha®
I” hydrostatique s écrit 0=rg- grad p donc al’intérieur de
Wa® /
la Tere, il vient gradp=-rGM Er oit
Do 3wl
dr 4p R
Ra® P ® Ha® b -
Rem : On peut écrireaussi grad p =-r gradV soit |gradi p(r) +rV(r)g =0
2
4) On integre en p(r)=- SEGMz%+C. Avec p=0 pour r=R il vient
D
3 R
C=—GM?*—dou|p(r)=— - rzh.
8p R®
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Rem: I’ équation g&r/a@)dh p(r) +rV(r)g =0 sintégreen p(r) +rV(r) = Cte=r V(R) d’ou
le résultat.

3 . M?
5) Au centredelaTerre, onar =0donc |P, = —G
8 R
4\ 2
AN. P, =— (3.98610°) =17 10" Pa

°” 8p 6,67410 "(637810°)*

6) La loi ce I’hydrostatique doit s appliquer dans le référentiel
ou le liquide est al'équilibre c'est-adire ici le référentiel en rotation
autour de ko avec la vitesse angulaire w. Ce référentiel n’est pas gali-
Iéen donc il faut introduire la densité volumique des forces d'inertie
d entrainement de laformerw?r sina 0
Ha®
Laloi s écrit donc [0=r §- grad p+rw’rsina U,
Rem: onaencore :

H)
A rsina wio 1 . o
rwzrsmau:rwzﬁ _ é:gradpirwzrzsmzak donc la relation d’ équilibre
r sina cosa

Ha®

. 1 . - C e
peut s écrire:: gradﬁ p(r)+rV(r)- Erwzr2 sin’ a'! = 0 soit, aprésintégration :

p(r) +rVv(r)- %rwzrzsinza = Cte

7) En projection danslabase (O, f, a),0ona:
E:rg+rW2rsin2a
qr

17p _ r w?r sina cosa

r fla

r
avec g(r):-GME

La deuxiéme équation s'intégre en p(r, a) = %rw2 r? grfa + f(r). Sa dérivée par rap-

port ar est Tp_ rwirsin‘a +i donc en identifiant avec la premiére composante, il vient

I dr
i:fQJ:-IVGI\/IL qui sintegre en f(r)=-SiGM
p

2
- r’+C. On obtient donc
dr R

RG

2

p(r,a) :iMWZrzsinz a- iG M r?+C. Par hypothese, p(r =0, a) = Py donc C = Py et

8p R 8 R°

3 M : GM 3 _M? r’ 3 M .
il reste p(r,a) =P +——F *sirfa - *krz;—G—Fl- —'5+——w2rzsm2a_
! P(ra) = F+ e e R’ go RN Rl R
8) Sur la surface, on a p=0 par hypothése donc I'équation de la surface est

3 M , GM > 2
s Gl n oo SUSHEw Kava e < Lol s

3
El- w? C?M sinzaérs2 =R
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3

Avec W=7,292" 10°rad.s?, le paramétre e=w? a pour valeur numérique

o (637820°"

e=\7,29210"°ll| ———
C 3,986.10"

=3,46" 1073, Donc Fl- WZ%Si e ab ne s annule jamais quel

1 L. 2 .2 2 .
=+R . On peut I’ écrire r."\1- esin” all= R® soit,
(1- esirfa P ! n

dans la base cartésienne :x? +[l1- egy2 =R?. Comme (1—e)> 0, on reconnait I’équation
d'une dlipse dans le plan méridien. La surface terrestre est donc un élipsoi de de révolution
d axe K.

9) A I'équateur, a :% donc R, =R /bl_leg et au pble, a =0 donc R =R On en
déduit xR :ﬁ/i - 1& Comme e << 1, on peut faire le développement ,/ 1 » 1+1e+...
R 1-e 1-e 2

o DR e - s AnB
donc il vient = » o Numériguement, on trouve % » 1,73 10° puisDR» 11 km.

10) Le potentiel crée par la sphére de masse M —m ala distance r est, pour r > R
Vi(r) =- G2

mﬁ

gue soit a et |’on obtient :

m d’ apres la question 2.

Pour calculer le potentiel crée par le cercle, on considere un
élément de longueur d¢ centré sur un point P du cercle. 1l crée au point

d observation N |e potentiel élémentaire dV, =- Gﬂ avec m=
Men 2pR "

Ha® H®  Ha® P ®

On peut écrire PN=PO+ON donc PN=rf-RR avec C =
f=(sina X+cosak) e R= (cosb X+S|nbY) oll X est le vecteur
du plan (f, &) qui appartient au plan de I’ équateur.

Ha®

On a  donc 2 =|PNf=r?+R- 2r.Rf.R

.
Nle

2
r’+R*- 2r.Rsina cosb. d ol iziﬁl- ZEsinacosb+&2&
Mo T r r

Comme R<<r, on peut faire le développement :

1 1k 1f 2R R’} 3[ 2R _ ° R
Sl :_ﬁl- —F- —sina cosb+—2‘5+—ﬁ- —smacosbk +O(—3)k
row T 20 r r 8l r r

1 R 1f R? R®
= —E1+—si na cosb - _F_Zkh_ 3sin’a cos’ bh +O(—3)‘2
r r 20r r
Avec d/ = Rdb, il vient

V. (N) =- GTnRZ;cFI)bﬁhTRsina cosb - %E;ﬁzk(ﬁ 3sin’ acos’ bh + O(g)b
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mR 1f R? R . 1f R? . R®
=- G—ch‘i)bﬁl- —F—kﬁl- Esm a‘! +—sina cosb +—E—2‘5§sm2ac032b+0(—3)k
r o 20 2 r 201r° N2 r

_.gMR2p ﬁl- EFKZML 2 cosza)k +0(5:)Q-
r 20r 2 r

- Gmﬁl_ EE&:‘QE_ 1+§COS2 a‘, +O(ij)&
r 20r 2 2 r

Le potentiel total créeen N est donc V(r, a) = Vs(r) + Vc(r, a)

M - 1R R
=g, GTm+ G?EZETZ‘}CL 3cos’ all+ O(r—s)é

r

_ oM mRIER A, R gMp,, M R
=-G- +Grﬁ4FrZ‘5C1 3coszah+0(r3)‘z G- ﬁl 4MF kCl 3co§ah+0( )k

On obtient la forme demandée avec e |B= vl

P®

11) Par définition, L = OSUmSU pour un satellite S de masse ms. Dans le réfé-

rentiel Tp qui est galiléen, le théoréme du moment cinétique en O s écrit ((jj—l' =M,.Le

satellite n'est soumis gqu'a la force de gravitation due a la Terre donc
M, = rf Umgr = 0. Le moment cinétique est donc une constante du mouvement. No-

tons K le vecteur unitaire de la direction de L. Or d aprés la définition de L, le vec-
Ha®

teur position r = OS est achaque instant dans un plan perpendiculaire a L donc ak.
S est donc dans e plan fixe contenant O et perpendiculaire ak.

12) Dans la base polaire (O, f, |) du plan orbita, on a F=rf et

U :%fﬂ%\?. Donc L = rrgrz%lz. Comme L est constant, son module I’ est aus-

L
S.donc L=myr ?ﬁ est une constante du mouvement. (C =— est la constante des

: - , d
aires). Pour une masse unité, ona|L =r é

L'énergie  mécanique  est E :%QU Z+myV(r) soit  encore

ofel sl
E-ZmSM o + rdt
1

dr d I’ A
tement. Pour une masse unité, on adonc |E = Mﬁ k +ﬁri1‘- E —.
dt

A I
- m;—. Cette énergie est constante en |’ absence de frot-
r

2| dt

_ Clfedr )’ 2§ A
Enreportant,onobtlentE—E — +—f-

dt r r
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13) Si latrgjectoire est circulaire, alorsr =r¢ et la vitesse angulaire est cors-

tante et vaut Fdiy! :%. L’ accélération tangentielle est donc nulle et la relation
dt C rrng

. ae us,_ A »_ A,

fondamentale de la dynamique s’ écrit smplement - m;—f =- m,—Ff donc U = —;

C C rIC
e Vo 1 A A 1 A
I’énergie mécanique s écritdonc E=—m,—- my— =- —m,—.
2 1. e 2 1.

A
ou et
rC

2
Or a 0 sur latrgjectoire circulaire donc on a E =1rrgm% Sl
dt 2 myfe

2 2 2
core -ln\gézlmS % A soit 1yt ZH:EmSA. On en déduit r. = L
2 %r. 2 S\mr2l . 2fmgr2l) 2 1 EA

) ., L? . i ¢ A? A2
Soit, pour une masse unité |r. =—|. On en déduit Fdik = Lms,i\ = mss soit, pour
A the. mL L
. dj A? . 1 A 1 A
une masse unité ﬁ— =—| Ensuite, on a E=-=m.—=- =m.—n?%A =
dt|‘C L3 2erC 2
1A ® soit, pour une masse unité E—-lﬁ
2 L2 T oL P ’ 2 2f

Application numérique: D’apres ce qui précede, L:mswrg2 donc

1
A . A . - S E
W=nE——— dou rj =——, soit, pour une masse unité |r, =§—{ | Comme
mw’r, mw w
A= GM =3,986" 10, on trouve ry = 42 164 km. C’est la valeur connue du rayon de la
trajectoire d’ un satellite géostationnaire.

14) Avec la relation cosa =dn sing, on peut écrire
. A ABR? . h
V(r,g,j)=-—- 2= (1- 3sin j sirf q|. Par définition, la valeur moyenne sur la
r rr

2

trgjectoire est V (r,q) :ZiijV(r,q,j )rdj soit puisque la valeur moyenne de Sirfj
pr

3., , L.
- Esm qa que l'on  peut  écrire
ABRZF 3., ‘Q
——41- —sn“q{|.
r? 29
15) La variation éémentaire d énergie potentielle est, pour un satellite de
2

masse  unitaire, d\71(r,q)=-ﬁizb-38inqcosquq donc on  obtient
rr

1 .
vaut —, V(r, :-—-——Fl
2 (ra) rr r?

V(r,0) =V, () +Vi(r,q) avecNi(r,q)=-

2
G(r,q) =- SER—Zsinqcoqu.
r r

On vérifie que pour ge [O, g], G est négatif. Il tendrait aaligner le plan de la

trajectoire du satellite avec le plan équatorial du bourrelet, ¢’'est-adire a diminuer
I’angle g, S le « cerceau » était fixe.
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16) Le théoréme du moment cinétique appliqué en O dans le référentiel To gali-

, L. L = I \
|éen peut S écrire :I_t = G car on avu que le moment de la force gravitationnelle due a

la sphére en nul. Avec I'expression L =r? %R (pour une masse unitaire), on obtient

% :%IZ + L%. D’une part, L est constant dans le modele étudié. D’ autre part, on
peut écrire k = cosq EO - sing (EOUU). Mais ko e g sont constants donc
dk _ .

i S'”QST(EO Ud). Or - k, Uil est un vecteur unitaire du plan équatorial dont la
dérivée est i(- EO ua) :d—yU d ou d—L: Lﬂsinq U. Le théoreme du moment ciné-
at at at dt

tique conduit aors a L?j—{si ng=- ?;ﬁz2 sing cosq ou  encore
rr

. AB R’ o . . . .
Ly =-3——-cosq. Or, la trajectoire est toujours circulaire, donc on a toujours
ror

2 2

L et L =r? donc, en reportant, on obtient |y = - 3Bj r—zcosq.
r

N.B. Cette expression n’est pas correcte. || manque sir‘q (cf BUP n°707 page
1084 ou ESIM PC 1995). Mais par I artifice de la valeur numérique de B, les valeurs
numériques ci-dessous sont bonnes
On peut intégrer I'équation précédente par rapport au temps en

2 2

. . R
Dy =-3BD Ir:e—zcosq donc, pour Dj = 2p, on trouve [Dy =- 6pBr—zcosq

17) Application numérique :
D378l
6378 +832
Par ailleurs, d aprés la troisieme loi de Kepler, la période de révolution du s

_ . B (637810° + 832107
telliteest T=2p soit numeriquement T =2p m = 6093 s
GM 398610

c'est-adire 1 heure 41 minutes et 33 secondes. Alors laduréet nécessaire pour que la
précesson soit de 2p et t= T2—p soit numériquement t = 6093—2|O = =

Dy 121410
3,153 10’ s= 365 jours solaires (en prenant 1 jour solaire = 86400 s). La période de
précession est égale aune année solaire. Un point donné de la Terre est donc toujours
survolé par le satellite dans les mémes conditions d’ éclairement ; cela justifie le nom
de satellite héliosynchrone (=synchrone avec le Soleil).

Dy =-6p0,000541 cosb98°45g = 1,214 103 rad = 4 10"

DEUXIEME PROBLEME
Ci NETIQUE DE CHARGE DES GOUTTES

1) Lacharge est uniformément répartie sur les surfaces cylindriques. La distribution de
charge est donc invariante par les symétries du cylindre. Il en est de méme du champ éectri-
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gue qui est donc radial et ne dépend que de r. On choisit une surface de Gauss S cylindrique
derayon r, d'axe Oz et de longueur /. Le flux de E s écrit alors ZZ E.ﬁst: 2pr ¢ E(r).

S
Pour a<r < b, lacharge intérieure aS et Q donc le théoreme de Gauss conduit a

Q
2pe,.lr|

E(r)=

=

2) On adV(r) =—E (r).dr . Donc sur un chemin alant du barreau al’éectrode, on ob-

tenty,- v, =Jav=-"-2 % gp=. Q PId . Q |nﬁ91,.
2 2 2pe,l r 2pe, L™= r 2pe,l lla

Par hypothese, Vp, = Vo et V=V donc |V, - V = - Q Inﬁgy! . Lacharge Q étant por-

2pe,/ la

. R 2pe, /

té par |I’armature de potentiel V, onaV —Vy = Cg doul|C, = h B .
1 Inl{—
a

3) En notant U(t) latension aux bornes du condensateur et e(t) la f.em. de la source,

ona et)=U(t)+ R%bclu ()] soit dljjt(t) +LFJQ1(2 - F:l’é

u)=Vv,+ Ae . U(t) est la tension aux bornes d’ un condensateur ¢’ est donc une fonction

t

continue. Pour t<0, on a U=0. Donc Iirg =V,+ A=0 et il vient U(t) :VO-VOe_q .

t%é/ﬁ 0

pour t >0 dont la solution est

t
Comme U(t) = Vo — V(t), on en déduit |V (t) =V,e "| La constante de temps de charge du

, 1027 10°°
condensateur est t; = RiC;. Numériquement, on trouve R = > = 7,95 MW ¢t
2p(20° 10'6H

-9 , -3
C = 10”2 3;8 - =4,10 10 Fdoncty = 3,27 107 s= 0,33 18,

18.In 2—014

On a Q(t)=-Clb\/0-V(t)g=-C1VOE1- e-t_lé. I'instant tc est donc tel que

te
Clvoﬁl- e HA = %qvo soit t. =t, In100. Numériquement, tc = 1,5 ns.

D’ aprés ce modéle, la durée de la charge est bien plus petite que celle de formation
d une gouitte.

4) On peut représenter la tranche de longueur dz par le schéma é ectrique suivant

Onadonc
V(zt)=rdzl(zt)+V (z+dzt) 1z, 1) XA
Avec un développement de Taylor au Ly
premier ordre, on peut écrire Vi, ty -V, —T a9%Vez+dzt)-V,
V(z+dzt)=V(zt) + W;Z’t) dz+.. et il reste
z

CCP 2001 PSI Physique 1 page 7/10



r,l(zt) =- vz )

1z
5) Laloi des noads s écrit 1(z,t) =1 (z+d2) +ﬂ—ﬂtbclV(z+dz,t)g donc au premier a-
dre. |- Mzt _ ¢ V(zt) _
1z It
6) En combinant les deux relations, on obtient lﬂz\/(zz,t) =q V(Y soit
rn 9z It
Wy =LL(EJ[) gui est bien une équation de diffusion avec [a = i On peut écrire
qt rc, 1z rc
¢? ¢? 7
auss a = = douja=—|
RC 2RC, 2t,
7) On reporte I’ expression V(z t) = Zp(2).Ty(t) dans I’ équation de la diffusion et |’on
dT (t d’z (z dT (t d’z_(z
obtient : Z_(2) (V) =aT (t)# que I’ on peut écrire L 1) =a L "2( ).
P dt P dz T,(t) dt Z,(2 dz

Cette égalité entre une d une part une fonction det seulement et d autre part une fonction de z
seulement ne peut étre vérifiée quel que soient t et z que S chaque terme est indépendant de t

dT (t
et z Notons q cette constante. |l vient # qT,(t) =0 dont la solution est du type
T, (1) = T,e". Elle diverge donc lorsque t tend vers I'infini s >0 ce qui n’est pas envisagea-

1 . - o s
ble. On poseradonc q = - n out est une constante positive homogeéene aun temps. On a donc

L
t

TID (t) = Tpoe

d’z,(2
2

Alors, Zy(z) est solution de 3
z

+itzp(z):0. On a donc
a

z . Z . z 4
Z,(2) =Zp100$a+2p2 sin-_ avec d=+at etil vient V, (zt) :val cosa+vpzs|nake t.

8) La condition ala limite z=0 s écrit Vp(z=0, t) = 0 car, dans ce modéle, |e barreau
t

est en contact avec le réservoir qui est au potentiel nul. Donc dvplle_‘_ =0 ce qui entraine

t

¥ L
p=0

9) A I’extrémité du barreau, le courant qui sort est nul donc Ip(z=¢,t)=0. Or onavu
v, (zt) v, (z=1,1)
z 1z

donc, al’extrémité =0. Avec

que la loi dOhm secrit 1, 1 (zt)=-

t
I’ expression précedente de Vp(z t), on obtient Vpﬁcos%e t=0dol g = b2p + ]g% puis

¥ L
V(zt)=q Vpsin’.inpHIJ%ﬁae—t
p=0

10) OnaV(z t =0%) = V,.
) Onav(z t=0%=Ve R
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Pour lafonction f(2) représentée ci-contre, les coefficients de la série S écrivent

A, :iz2 f(z)smdk zldz

—HZO -V, sirdk zidz+zoyv sirdk zidzk
_—’:1220 V, smdk zldzk == coﬂk Z|] [1 COSd2k €|]

Donc Ay =08 2Kpl = 2np etAp:ZS 2kp€:(2n+1)p' il reste

f(2)= S|rﬁ(2p+1)p~&

En identifiant cette expression avec V(z,t=0") = évp sirFFp+lk%k, on trouve

p=0

2k, ¢

VAVA 1 )
V. =——0%  Dautre part, larelation d=+/at condwta——a 2p+ . Il vient donc
' (2p+Dp P b P ]g

enfin |V (z,t) = L“p/Og‘Z—eXDM b2p+1g2 p°a Bsmﬁ 2p+]_g‘d

11) Le facteur expM- h2p+]gzgtﬁ décroit dans le temps avec une constante de

temps t | d’autant plus petite que p est grand. Le terme prépondérant de la
ps W plus p que p g prép

2
série correspond donc ap = 0 soit M (z,t) = . expM 2€2 tHsmFZ" La constante de temps

2 2
: L . _ 8
dechargeest t, = 4f soit, puisque a :E—, t, =t
p-a 2t p

Enz=/,0onaV(zt) :%expM- %H donc la valeur finale est atteinte a 1% pres a

1

I"instant tc' tel que t.=t; InUlOdJ. cedt-adire |tc = Ftc Numériquement, on trouve
t.= %1,5’ 10°=122ns.
p
12) On trouve tc' <tc mais du méme ordre de grandeur. On peut donc considérer que

le modéle discret est suffisant pour décrire le phénoméne. Comme t, = Ez RC, = 8 I;C La
p p’

résistance effective du barreau est donc Ry, = EB Comme 32 = 0,81, la modification n’est
p p

2
pas trés importante.

. -3
13) On trouve v= i = 2;06
t. 122" 10

grande que celle du jet. On peut donc considérer que le jet est uniformément chargé de me-

= 1,64 10° ms . Cette vitesse est 80 fois plus

CCP 2001 PSI Physique 1 page 9/10



niere instantanée, ce qui est une hypothese du modéle discret. Cela valide aussi la nullité de la
vitesse u du fluide dans ce modéle.

14) On a t;"" = (R + R«).C1 soit, d'aprés les expressions de R., R« et Cy,

t = rzﬁze+ 826'529'e°'£d’00t;=2reoﬁze+ 8245 e
pa 2p Inﬁgﬁ 2p" g Inﬁgk

a a

15) Comme ci-dessus, on trouve t_ :tilnnloog. Or, numériquement

. 10°° 8 3 2710 _ N
t, :10F 1+ —2)10 . "300 =591"10" sd'ou tc’’ = 2,72 ns. Cette du-
P (20" 10° |nﬁ—|‘-
20
rée est 3 fois plus petite que celle nécessaire ala formation des gouttes ; il est donc possible
de charger les gouttes pendant leur formation.

16) Le jet rée n'est pas parfaitement cylindrique donc les lignes de courants a
I"intérieur ne sont plus rectilignes ainsi que les lignes de champ entre le jet et |' électrode de
charge. De plus, les pincements correspondent aune diminution du rayon local du jet, C' est-&
dire entraine une augmentation de la valeur locale de la résistance et une diminution (loge
rithmique) de la capacité. Globalement, la charge est plus lente dans ces parties. Mais les ren
flement n'apparaissent qu'al’ extrémité du jet, lorsque sa charge est pratiquement terminée.
On peut donc penser que la forme réelle du jet entraine une éventuelle augmentation de la
durée de charge mais faible. Les résultats obtenus précédemment ne seront pas remis en cause
fondamental ement.
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