Concours Centrale-Supelec 2003 - Physique MP
Une solution au probleme du dioxyde de carbone atmosphérique 7

Corrigé proposé par D. DEVERNAY avec la collaboration de F. MASSIAS

Partie I - Vibrations de la molécule de COs et interaction avec une onde e.m.

I.A Vibrations longitudinales

I.LA.1) Le référentiel barycentrique de la molécule est en
translation par rapport au référentiel galiléen du labo-
ratoire, et son origine est au centre d’inertie G de la
molécule. Les forces extérieures (pesanteur) étant négligées,
le théoréeme du centre d’inertie montre que GG a un mouve-
ment rectiligne et uniforme : le référentiel barycentrique est
donc galiléen.

LA.2)

a) Par définition du centre d’inertie, on peut écrire lorsque
la molécule est au repos :

Z miGMip = 6)

et pour une position quelconque :

Par différence de ces deux relations :
_— —
E miMi)oMi =0
i

Soit, en projection sur Ox :
my(z1 + x3) + moxze =0
b) Appliquons la loi de Newton & l'atome 1 :
myiy = k(xg — x1)
En remplacant xo par son expression tirée du a) :
a'é1+l-c<nlll+n12)x1+rs2x3:()
On opere de méme pour 'atome 3 :
myis = —k(xz — x2)
D’out en remplagant s :
j}3+k<n1“+n12)x3+7:2x120

Les équations différentielles ont bien la forme indiquée dans
I’énoncé, avec :

1 1 k
a:k<+) e b=t
mi mo ma

¢) On cherche des solutions sinusoidales. En notations
complexes, on obtient apreés simplification par exp(jwt) le
systeme homogene :

Ce systeme n’a de solutions autre que la solution triviale
A; = Az = 0 que si son déterminant est nul, ce qui im-
plique :

d’ou les deux pulsations propres :

k
wy = —
mi
k 2k
wrr =4/ — + —
mq ma

d) Application numérique :

wr = 2,31 x 10" rad.s™!

wir = 4,43 x 10" rad.s™!

e) Etude des modes propres d’oscillation.

— Pulsation wy. La premiere équation du ¢) donne alors
Az = —A; (mode symétrique), ce qui implique d’apres
le a) que Ay = 0. Les deux atomes d’oxygene vibrent
symétriquement, et ’atome de carbone est fixe : pour
chaque atome d’oxygene, tout se passe comme s’il
était simplement fixé a un point fixe par le ressort
de raideur k, d’ou la valeur prévisible de wy.

— Pulsation wy;. La premiére équation du c) donne
maintenant Az = A; (mode antisymétrique), ce qui
implique d’apres le a) que :
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I.B Modes de flexion de la molécule

I.LB.1) Les deux situations correspondant a ¢ et — sont
identiques et correspondent a la méme valeur de ’énergie
potentielle : F, est donc une fonction paire de ¢, et son
développement limité au voisinage de ¢ = 0 s’écrit a une
constante additive pres :

1
Ep = 50¢* + 0(¢")

Par ailleurs, la stabilité de 1’équilibre ¢ = 0 implique 1’exis-
tence d’un minimum d’énergie potentielle, donc C' > 0.

I.B.2) Etude d'un mode particulier.

a) On voit sur la figure 2 que :

sin (£> =82-0 et
2 To

cos (£) =
2 To

Soit, au premier ordre en ¢ :

%
Y2—y1=ro75 et x1 =0

2
D’autre part, comme le centre d’inertie doit rester fixe :
mixr1 + msxr3 =0 et 2miyr +moys =0

En éliminant y, avec la relation précédente, on obtient bien :

Y 1—&-& :rof et r1=x3=0
le 2

b) L’énergie cinétique vaut :

1 . . . . .
Ee = g (@7 + 97 + 35 + 93) + 5mays
Avec les résultats du a) :

2
Tomimsa .o

E.=— 20— 2
4(27711 +m2)<p

¢) La conservation de 1’énergie s’écrit :

2
oMM .o 1 9 te

- —Cop* =

4(2my +m2)<p + g ¥ ¢

On peut identifier ceci avec la conservation de I’énergie pour
un oscillateur harmonique de pulsation wyyy :
te

@*+wip’=c

a condition de poser :

\/20 ( 1 2 )
wrrr =4 — | — + —
0 mi mo

Application numérique : wrrr = 8,79 x 10'3 rad.s

-1

I.C Interaction avec une onde e.m.

I.C.1) Le milieu étant dilué, la vitesse de phase est pra-
tiquement égale & ¢, donc E ~ ¢B. On pourra négliger la
force magnétique devant la force électrique si :

ce qui sera vérifié si v < ¢, c’est-a-dire si la particule est
non-relativiste, ce que nous supposerons bien entendu.

La molécule étant neutre, la force électrique totale est
nulle, donc le référentiel barycentrique reste galiléen. On
peut alors reprendre les équations différentielles du I.A.2.b)
en ajoutant les forces électriques calculées dans le plan
z =0, ce qui donne :

. 1 1 k
1+kl—+— o1+ —x3
my ma ma

- = —
73] < o

—5—€E0 cos(Q2t)
my

1 1 k 1)
I3+ k < + ) T3+ —x1 = ——eEO cos(2t)
mi mo mo mi

I.C.2) En régime sinusoidal forcé de pulsation €2, on ob-
tient en notations complexes :

(—92 T ’“) At ay =2,
mq mo mo

k k k 1
— A+ <Q2++> Ay = -2 F,
mo mi mo

On fait la somme et la différence de ces deux équations :
(w%l — 92)(141 + Aj) = _miEO

(Wi —9%)(A1 — A43) =0

SiQ#wret Q£ wpg:
5€E0
my (22 *W%I)

Il ne se passe rien de particulier quand 2 — w;. Mais lorsque
Q — wys, un phénomene de résonance intervient, ce qui
était prévisible car le champ électrique excite les atomes
d’oxygene de fagon antisymétrique. De plus les amplitudes
deviennent infinies, du fait que le modele ne donne pas a la
molécule la possibilité de restituer ’énergie qu’elle recoit.

Ay = Ay =

1.C.3)

p(t)= Z%CW: =3 6GMio+ Y MM,

Le moment dipolaire vaut :

Le premier terme est nul car CO, n’est pas une molécule po-
laire. Comme les déplacements se font uniquement suivant
O, il vient en utilisant la relation du I.A.1) :

- - 2m; \ —
p (t) = 56(_-751 +2-T2_«753)6x = _56(1'1 +$3) 1+ F €x
2
On remplace x1 = Aj cos(Qt) et 3 = Az cos(Q) :
— 262¢? 1 2 N
t)=———=|—+— | B Ot)e,
p(t) 2 (m1+m2> o cos(§2t)e

Page 2/5



Centrale-Supelec 2003

Physique MP

I.C.4) Absorption de l'onde incidente.

a) La puissance émise par la molécule de CO5 vaut :

Stet 204 1 2 \?
K0 "€ Ly ( + )

P —
mi ma

3 (w3, — 02)?

b) L’intensité de 'onde incidente est la moyenne tempo-
relle de la norme du vecteur de Poynting :

we (BB (B
Ho [ HoC 2p0c
On peut alors écrire P = nlj avec :
Co2uBtett 1 20
 3n (w2, — Q2) <ml mz)
Comme P est une puissance et Ip une puissance sur-

facique, n a la dimension d’une surface : c’est la section
efficace d’interaction de la molécule CO5 avec I'onde.

car <cos2(Qt)>75 = %

c) Ecrivons un bilan d’énergie pour I’élément de volume
Ydz : la puissance entrante [(z)Xdz est égale a la somme
de la puissance sortante I(z 4+ dz)Xdz et de la puissance
diffusée par les molécules; elles sont au nombre de nXdz,
dont le tiers statistiquement est dans 'orientation Ox :

by
n dzP

I(z2)Xdz = I(z + dz)Xdz +

Puisque P = nly, ceci s’écrit :
dl

nn
7 Sdz

Partie II - COq

Il faut comprendre ici que ®4 est égal au flux solaire
total regu par la Terre, divisé par la surface de la Terre :
mR; (I) _ (II)

o, =

4rR? 4
ou (II) est la moyenne temporelle du vecteur de Poynting
du rayonnement solaire. A condition d’utiliser ®,, on peut
donc raisonner comme si la Terre était plate et recevait les
rayons solaires en incidence normale.

II.A Modéle a une couche
ILA.1)

a) La «loi de déplacement » de Wien indique que lorsque
la température passe de T7 a T, la courbe de distribution
spectrale en longueurs d’onde @), se transforme par une af-
finité de rapport (Tp/T1)~! parallelement & I’axe des abs-
cisses et une affinité de rapport (75/T})° parallelement &
I’axe des ordonnées.

Il en résulte que ’abscisse \,,, du maximum est inverse-
ment proportionnelle & la température : A\, T = c*®.

b) D’apres les données relatives au soleil, on voit que la
constante précédente vaut approximativement 3000 K.um,

En intégrant :

7 est une surface et n 'inverse d’un volume, par conséquent [
est bien une longueur : c’est la « profondeur de pénétration »
de 'onde dans le milieu. Lorsque 2 — wyy, alors n — oo et
I — 0, 'onde est tres fortement absorbée.

d) Les forces électriques qui s’exercent sur les deux atomes
d’oxygene sont identiques, elles ne peuvent donc pas exci-
ter le mode I dans lequel ces deux atomes vibrent en op-
position de phase. En revanche, le mode III peut étre ex-
cité si la molécule est placée perpendiculairement au champ
électrique, c’est-a-dire soit dans la direction Oy, soit dans
la direction Oz. (Dans ce dernier cas on pourra considérer
que le champ électrique reste uniforme car la longueur de
la molécule est négligeable devant la longueur d’onde du
rayonnement. )

Les longueurs d’ondes dans le vide s’obtiennent par la
relation A = 27¢/w ce qui donne :

)\II = 4,25 pHm
Arrr = 21,5 um

Il s’agit de rayonnement infra-rouge.

et effet de serre

d’ott les longueurs d’ondes d’émission radiative maximale :

Terre :
Couche de COs :

T =300K M\, =10um
T=250K M\, =12um

¢) Ces longueurs d’onde sont du méme ordre de grandeur

que celles obtenues au 1.C.4.d), par conséquent la couche de
COs4 absorbe le rayonnement infra-rouge émis par la Terre.

d) Loi de Stefan : le flux surfacique hémisphérique émis
par un corps noir vaut ® = oT%. (Il est aussi égal & la densité
volumique d’énergie du rayonnement d’équilibre multipliée

par c¢/4.)
IL.A.2)
a) Les équilibres radiatifs s’écrivent :

P, = d,
= D, + P,

Couche + crotite terrestre :

Crotute terrestre seule :

b) On en déduit &; = 2P, soit en utilisant la loi de Ste-
fan :
4 2(1)5
o

T, =
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Si la couche n’existait pas, le bilan s’écrirait simplement
P, = &g, d’ot1 une température :

po_ of® _ T
t o \475
Comme v/2 ~ 1,19, cela signifie que la couche produit une
augmentation de température d’environ 20%.

II.B Modele a couches multiples

II.B.1) Les équilibres radiatifs s’écrivent maintenant :

Pour l'ensemble : ®on = O, (1)
p® couche: 28, = Peop_1 + Popr1 (2)

1% couche : 2Py = Pog + Dy (3)

(4)

Py =P+ Py

N

Crotute terrestre seule :

II.B.2) La relation (2) peut encore s’écrire :

®Cp+1 - (I)Cp = (bCp - (ECpfl

ce qui montre que ®¢, est une fonction affine de p, soit
®cp = o+ pB. Pour déterminer o et B on peut utiliser
d’une part la relation (1) :

a+ NG =,

et d’autre part la relation ®o1 = Poo + P, obtenue en
éliminant ®, entre (3) et (4) :

a+08=a+20+ d,
Dol § = =P, et a = (N + 1)P, soit finalement :
Ocp =(N+1-p)P,

et en reportant dans (4) :

O, = (N+1)0,
II.B.3) La loi de Stefan pour la Terre donne maintenant :
N+ 1)0,
e
o

La température de la Terre est en gros proportionnelle a la
racine 4° du nombre de couches.

II.C Modeéle continu
I1.C.1)

a) Le nombre de molécules de CO2 dans l'atmosphere
vaut, dans ce modele ou la densité moléculaire Cy est
supposée constante : Ng = 47 R2hCy. En identifiant avec
Ny =N on obtient bien N = ah avec :

4T R2C,
o= —"=
~y

Puis en reprenant ’expression de la température de la Terre
en fonction du nombre de couches obtenue en B.3) :

4 ¢s(]~ + O[h)
o

Tt:

b) « est l'inverse d’une longueur. Numériquement :

1 oT} _ -1
Q_E ( D, —1) = 0,028 km

I1.C.2) Sile volume de CO; augmente de 10%, la hauteur
h augmentera de 10%, soit Ah = 0,5km. En prenant la
différentielle logarithmique de la formule du 1.a) :

AT,  Ah
T,  4(h+1/a)

On trouve une élévation de température AT; = 0,9 K.

II.D Validité du modele

— On a considéré la densité moléculaire Cy comme
indépendante de l'altitude, ce qui est certainement
faux.

— On a supposé que le dioxyde de carbone absorbait
intégralement le rayonnement infra-rouge autour de
A = 10 pm, alors qu’on observe en réalité des bandes
d’absorption.

— On a négligé 'albedo de la Terre, c’est-a-dire le fait
qu’une partie du rayonnement visible est réfléchi.

Partie IIT - Transport du COy industriel au fond des océans par torpilles de COs solide

III.A Changements de phase
en surface des torpilles

III.LA.1) La pression dans l'océan est obtenue par
intégration de la loi de la statique des fluides :

— —
gradP =pog = P =PFy+pogz

ITI.A.2) On aura sublimation si la pression est inférieure
a celle du point triple, et fusion au-dela. La profondeur cor-

respondante Zg est telle que P(Zg) = Pr d’ou :
Pp— P,
Pog

ZS = = 40,711’1

ITI.A.3) Vitesse de diminution du rayon

a) Pour que le rayon varie de dr (négatif), il faut provo-
quer la sublimation ou la fusion d’une masse —2nrhpdr de
COs, et par conséquent fournir a la torpille une énergie :
0Q = —2wrhpL(z)dr.
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b) Le transfert thermique est de type conducto-convectif.
0Q = 2nrh Py, dt, d’ou ’équation différentielle :

dr To — Tey(2)
i (el AA
dt pL(z)

¢) On obtient numériquement :

dr = —0,58 mm.s
dt subl

@ =—1,33mm.s "
dt Fus

III.B Etude dynamique de la torpille

III.B.1) Considérons comme systéme la torpille de masse
M (t) & la date t. Puisque on suppose que la masse per-
due —dM a une vitesse nulle, la variation de quantité de
mouvement entre ¢ et ¢t + dt vaut :

Pour z < Zg :

Pour z > Zg :

(v + dM)(V +dV) + (—dM)B)} ~ MV =d(MV)

et le théoreme de la résultante cinétique s’écrit :

N
dMV - = =
IMV) g+ Fut F
dt
III.B.2) On projette sur Oz, on développe et on divise le
tout par M :
av_vam _ FF
at " Madt T MM

Comme la masse de la torpille est proportionnelle au carré
du rayon :

1.dM  2dr

M dt  rdt
D’autre part, les forces F, et F' sont dirigées vers les z < 0
et on a :

F,  wr?hpog  po
M~ wr2hp  p
F afr2V ay
T __%r

m2hp  whp
On obtient bien :

dVv 2dr 1

av. LSy =

dt +(7’dt+70) P
en posant :

nhp

To = et 0= _ &
p

af

I11.B.3)

a) Avec l'approximation indiquée, l’équation devient
linéaire :

av n vV g
dt T0 =9

qui s’integre facilement en :

V = Bgmo (1 - e*t/T(])

La vitesse limite V; = f(Bgry est atteinte avec une
constante de temps 7p. On peut retrouver cette vitesse li-
mite en écrivant que la force massique G¢g résultant du poids
et de la poussée d’Archimeéde est compensée par la force de
frottement massique V;/7y, raisonnement qui « oublie » de
tenir compte du fait que la masse de la torpille varie au
cours du temps.

b) Application numérique :

To = 14,15
V, =43 4m.s™!

III.C Evaluation de la perte de masse

III.C.1) La profondeur atteinte au bout d’un temps ¢ vaut :

t t ,
2(t) :/ V{t)dt' = Vl/ (1 et /Tﬂ) dt’
0 0
=V (t — 70+ Toe_t/m)

Si on suppose, ce qui sera largement vérifié, que
exp(—t./m0) < 1, on en déduit :

Zfond
te =70+ 227 — 1069
T0 -+ ‘6 S

III.C.2) On vérifie numériquement (sans négliger cette
fois le terme exponentiel) que z(ts) ~ Zg, ce qui est
réconfortant. Le rayon final de la torpille sera :

dr dr
. = — t — t. —ts) = 2,36
T r0+<dt)suu S+<dt>fus( s) m

La perte relative de masse vaut :

2
1— (”) — 1%
To

valeur acceptable dans la pratique.

Le procédé étudié dans cette partie III permet de sous-
traire a 1’écosysteme planétaire une partie des quantités
massives de carbone qui y sont injectées en permanence,
du fait de I'extraction des hydrocarbures du sous-sol. Tres
séduisant dans son principe, il pose les problemes suivants :

— Cott énergétique de la solidification du C'Os, et finan-
cement des installations.

— Impact d’une augmentation en CO2 (massive méme
si elle est locale) sur la vie sous-marine.

— Meéme si le temps de remontée (de 'ordre de 1000 ans)
peut sembler long a ’échelle d’une vie d’homme, ce
dioxyde de carbone finira par réapparaitre. Nos des-
cendants auront-ils résolu le probleme ?
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