MATHEMATIQUES
Probleme

Notations

» Soit E un j-espace vectoriel, f un endomorphisme de E; I'ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp (f)

(spectre de f). Le sous-espace propre de f associé alavaleur propre A est le sous-espace vectoriel Ker (f—Ald)
de E, 1d désignant I'application identique de E.

 Soit n [0 ¥" et X une matrice appartenant aM,( ), les @&éments propres de X sont les ééments propres de
I'endomorphisme canoniquement associé ala matrice X.

» On note INM¢(X) = det (XId—f) le polyndme caractéristique de I'endomorphismef.

« Soient n [ ¥" et I'espace j " rendu euclidien par le produit scalaire » défini par :
OXY)O(ima XY =XY = z 1\mathrel 6k\mathrel6n XYk

0— X désigne la matrice transpoosée de X et 0—, grfce auneidentification de jn al'ensemble des matrices
réellesdetaille (n,1) :

X1 Y1
X = [0 : NN , Y= NN : NN
Xn Yn

« Soitf O L(j"); onnotef” I'adjoint de f, endomorphisme de j " défini par :
OX,Y) O (iMm2, f(X)eY =X« f(Y).
» Onrappelle que [Ifl| = Supjmattrein,fypmathreietfOX) Y1 IF =1l et [If]2 = [IF°F])
» Soit A O My(i) et fI'endomorphisme de j " canoniquement associé a A; dans ces conditions on note
MA(X) =Me(X) et JA]l = [Ifll, do— O(A,B) O (My(i))2 lIAB[\mathrelg||A]| [[B]I
« Onnote S,(j) I'ensemble des matrices symétriquesréelles A, c'est-a-dire tellesquetA = A.

e Pour A 0 M(i),onécrit A\mathrel >0 si et seulement si A O S,(j) et X)XAX\mathrel > 0 pour tout X [
i aors|[|All = maxy o gpa)(A). On écrit A >0s et seulementsi A 00 S(j) et tXXAX >0 pour tout X [J N
non nul (d'o— A\mathrel > 0).

 On appelle matrice orthogonale de M,( i ) toute matrice A O M (i) vérifiant tAA =1, 0— |, est lamatrice
unité de M ().

 Pour toute application convexe f d'unintervalel de j dans j ettous (a;,8,...,8,) O 1M et (t1,ty,...,t) U

(i+)"tel que 3 1\mathralekimathrelntk = 1, ona:
(2 1\mathrel6kimathrel6ntk 8)\Mathrel63 1\mathralskimathreientk f( ak)-

Partiel
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Soient n 0 ¥, n"\mathrel > 2, et lamatrice A T My(j ) définie par :

010 .. 0 0O O
102 .. 0 0 0
020 .. 0 0 0

A= T oo : Do (IO
o000 .. 0O n20
000 ... n2 0 n1
000 .. 0O n1 O

telle que:
aaln gi—1=i-1 s 2\mathrel6i\mathrel6n
&1 = | s 1\mathrel6i\mathrelen—1

les autres coefficients étant nuls; enfin u est I'endomorphisme canoniquement associé a A.

21 Montrer que lamatrice A admet n valeurs propres distinctes.
@2 On définit la suite de polyndmes (P,), oy~ acoefficients réels par Py(X) = 1, Py(X) = X et, pour n\mathrel
>3

X n-2
Pn-1(X)~ [
n-1 n-1

Pn(X) =

] Pn-2(X).

Montrer que le polyndme caractéristique I (X) vérifie I'égalité suivante :
My(X) = (-1 [X P(X)=(n=1) Py (X)].
23 En déduire det A en fonction de I'entier n.
@4 On note Co (A) I'ensemble des matrices de M (i) qui commutent avec A.
(&) Montrer que Co (A) est un sous-espace vectoriel de My(i )-

(b) Déterminer ladimension de Co (A).
Partiell

Soient n O ¥* et D lamatrice diagonale définie par D = diag (1,3,5,...,2n-1) soit :

10 .. 0 0
03 .. 0 0

D= DI Co S (I OMp(i),
OO0 ... 2n—3 O
00 .. 0 2n-1
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ainsi que lamatrice B = D-A o— A est lamatrice de la premiére partie. Soit q laforme quadratiquede "
dans j définiepar X - q(X) =tXBX.

@1 Montrer que, pour tous "\mathrel >2 et X 0 jN, on atXBX = N X2+ 1\mathral6imathrel6n-11 Xi—Xi+1)2-
@2 En déduire lerang et la signature de laforme q.

23 Application. Soit (U,), oy Une suite de réelstelle que la série Y u,2 converge. On note :

z 1\mathrel 6k\mathrel 6n Uk
Up= \cdotp

n

(a) Montrer que
> 1\mathrel6j\mathrel6nUjAMaNrel623 1\ mathrelgj\mathrelontj Uj-

(b) En déduire que la série Y U2 est convergente.

Partielll

Soient n\mathrel > 2, B la base canonique de j", une matrice S > 0 et le produit scalaire ¢ sur j " défini par
d(X,Y) =tXSY.

21 Montrer qu'il existe une base B' orthonormale pour le produit scalaire ¢ telle que la matrice de passage
[B':B] de B aB' soit triangulaire supérieure, et vérifie S={B':B]1[B":B] 1.

22 Montrer que det S est inférieur ou €gal au produit \mathrel (1) i s;; des €éléments diagonaux de S.
Partie lV

Soient n\mathrel > 2, et U = (u; ;) > 0 une matrice dont on note a1,05,...,ap, lesn valeurs propres, distinctes ou
non; on suppose qu'il existe une série entiére 3 by, xk de somme g(x) et de rayon de convergence R > 0 vérifiant
by > 0 pour tout k 0 ¥ et Sp (U) O ]O,R[. Enfin I'application (In° g) est supposée convexe sur ]0,R].

ol (@) Montrer que lasuite 3y = gNby, Uk converge dans M,(j) versune
matrice g(U) > 0.

(b) Expliciter un majorant de det g(U).

a2 (a) Montrer qu'il existe une matrice orthogonale V = (v; ;) telle que:

Oi, I\mathrelei\mathrelen, — u;; = Vi k2 .

Z 1\mathrel 6k\mathrel 6n

(b) Montrer que 0 < u;; <R pour tout i entre 1 et n.

(c) Montrer, en utilisant I'inégalité de convexité rappelée dansle
préambule, que:

file://ID|/work/e3aed4awork/tex/Mp3.htm (3 of 4) [200011.03 13:05:21]



det g(U)\mathrel > |_| N\mathrel6i\mathrel6n 9(ui)-

(d) Retrouver de m"me lerésultat de laquestion 111 @2
PartieV

Soient n"\mathrel > 2 et U lamatrice de M(i) telleque u; ; = apour tout i et u;; =bpour j #i, avecO<a<h.
Soitenfing: j —» i définie par g(x) = 1+eX.

@1 En écrivant U = (a—b) | ,+J, déterminer |e spectre de U.

@2 Montrer que lamatrice U et lafonction g vérifient les hypothéses de lapartie | V.
23 Montrer qu'il existe un polynéme R de degré 2 annulateur de lamatrice U.

24 Exprimer UK pour tout k [ ¥ et I'exponentielle exp(U) en fonction de U et de | .
25 Encadrer det (1,+exp(U)) en fonction de a, b et n.

@6 Dans cette question, on suppose n = 3. Déerminer la nature de la quadrique d'équation tXXUX = 1 0— X
décrit j 3.
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