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durée 3 heures 

L’utilisation de la calculatrice n’est pas autorisée 

Exercice i 

Calcul de sommes de séries. 

Soit p un nombre entier naturel non nul. On considère la série : 

sp=-f.i-. 

n=O Pn + 1 

Le but de l’exercice est de calculer la somme de la série S, en utilisant la somme de la série 

entière 

T,(x) xx -g ‘-;;;y-. pour z réel. 
n=O 

1". Etude de la série entière TP. 

(a) Donner la limite pour ‘~2 tendant vers +CC de LX~~+’ selon les valeurs du réel 5. 
pn+l 

(b) En déduire le rayon de convergence R de la. série entière TP. 

(c) Pour quelles valeurs de x la série de terme général ( -l)RxPn est-elle convergente? 

Pour ces valeurs de z, exprimer E (- l)nxpn à l’aide des fonctions usuelles. 
n=O 

(d) En déduire, à l’aide d’une intégrale, une expression sur ] - R: R[ de T,(x). 
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2*. Une série alternée. 
Dans cette partie, x est un réel de l’intervalle 10, l[. On considère la suite (~,(z)),e~ définie 
par : 

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel y appartenant à [0, 11, 
on a l’inégalité : 

-P + (Pn + p + l)ypnfl - (pn + I)~~+P+~ 2 0 . 

(indication : On pourra étudier la fonction qui envoie y sur 

-p + (pn + p + l)yp”+l - (pn + l)yp”+p+’ sur [0, 11.) 

(b) Montrer que la suite (]u~(z)]),~N décroit et tend vers 0. 

(c) Enoncer avec précision le théorème de convergence des séries alternées. 

En déduire la convergence de la série C U,(X) et un encadrement de Ezra u,(z) à 
l’aide de ses sommes partielles. 

(d) En déduire les inégalités : 

p - (p + 1)x + CCp+r 

P+I 
5 2 u,(x) 5 1 - x. 

n=O 

3”. Montrer que SP = Jo’ & dt. 

Exercice 2 

Soit E un espace euclidien de dimension n>Z. 
Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est noté (~]y). 
L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F est noté FI. 

On rappelle que l’application nulle est le seul endomorphisme auto-adjoint 4 réalisant : 

vx E E, ((b(x)lx) = 0. 

Soit g un endomorphisme de E. On note a* son endomorphisme adjoint. 

1". Soit cr une symétrie vectorielle. On note In.7.1, l’ensemble des invariants et Dir, la 
direction. On a donc Inu, = ker(a - IdE) et Dir, = ker(a + IdE). 

(a) Ecrire les matrices des applications linéaires a - IdE et a + IdE dans une base de 

diagonalisation de CT. En déduire im (C - IdE) et Im (a + IdE) à l’aide de Inv, et 
Dir,. 

(b) Démontrer que ker (a* - IdE) = Im (a - IdE)’ et ker (a* + 1d~) = Im (a + IdE)l. 
Justifier que CT* est une symétrie dont on précisera l’ensemble des invariants et la 
direction. 
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2”. Soit f un endomorphisme auto-adjoint, défini positif, cette dernière hypothèse signifi- 
ant que pour tout vecteur non nul n: de E, (f(~~~)ix) > 0. 
On note Q l’ensemble des vecteurs z de E tels que (f(:r)lz) = 1. On suppose que CT(Q) = Q. 
On veut démontrer que f( InV,) = (Dir,)l. 

(a) Soit z un vecteur non nul de E. Déterminer un réel k tel que le vecteur k:r: appartienne 

(b) Démontrer que : 
\dx E E, (a* o 

(c) En déduire que o* o f = f o a. 

(d) Soit y un vecteur de f(Inv,). Démontrer que y est invariant par CT*. 

(e) Démontrer que f(Inza) = (Dira)i. 

3”. On admet le résultat général suivant : 

Soit f un endomorphisme auto-adjoint, dont aucune valeur propre n’est nulle, et dont l’une 
au moins est strictement positive. On note &! l’ensemble des vecteurs z de E tels que 

(ml4 = 1. 
Soit 1 un sous-espace vectoriel de E. Alors il existe une symétrie 0 dont l’ensemble des 
invariants est 1, et qui vérifie a(Q) = Q si et seulement si 1 et f(I)’ sont en somme 
directe. Dans ce cas, la direction de la symittrie CT est f(I)‘. 

(a) On illustre le résultat dans le cas où n = 2, et Q est l’ellipse d’équation 5 + $ = 1 

dans un repère orthonormé du plan. Soit 1 une droite passant par l’origine recoupant 
l’ellipse en deux points A et B. Déterminer la direction de la symétrie par rapport à 

la droite 1 laissant globalement invariant l’ellipse Q, et en donner une interprétation 
géométrique. 

(b) Pour p un réel, (CI&) est la quadrique de IR3 d’équation x2 + 4yz = p dans la base 
canonique. Déterminer la matrice (dans la base canonique) de la symétrie a, distincte 
de l’identité, laissant globalement invariante chaque quadrique (Q,), et laissant fixe 

chacun des vecteurs (1, 1, (p - 1)/4), p variant dans R. 

Exercice 3 

Dans tout l’exercice, on considère a un nombre réel non nul. 

On note sign la fonction qui associe 1 à un réel strictement positif, -1 à un réel strictement 
négatif, et 0 au réel 0. 

1". Egalité de deux fonctions 
Pour t un nombre réel fixé, on définit les deux fonctions Ft et Gt sur IR par les relations : 

B t 

F,(B) = 
s 

eiwtdw 
- 
n f iw 

et Gt( B) = 2e-Ot( 
s 

eut’ 

-- B 0 
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,iBt 
(a) Montrer que F( est de classe C’ 5111‘ IR, et exprimer sa dérivée A l’aide tle n+i~ et, de 

,-iBt 
i 
a-iB’ 

.Si7+) 
(b) Montrer q11e la fonction Q : w  H-- 

‘11 
. est prolongeablc en une fonction de classe 

C” sur II& 

(c) En déduire que la fonction Gt est ~II moins de classe C1 sur IR. 

(d) Dkmontrcr l’kgalitk s11r IR des deux fonctions Ft et G,. 

Soit t lui nomhrtt rkcl fixb. 

011 iitilisc les deux rkultats suivants. qu’il est, inutile de rcdémoutrer : 

(i) Polir t,oiitf> fonction X continue sIIr un seg-mrtnt [b,c] de R. j A( 16) sin(I?1/,)th tend vers 
b 

0 lorsque B + +03. 

(ii) La 1‘ t 1 
’ sin(u) 

uni ~3 101~ .c tondant vers fx dc [ ---ydll clxiste et valit :. 

(a) Déterminer limB ii-XI tiu en montrant’ au préalable son égalité avec la 
0 

ilmite de 
tqjr,(RL,\ 

J * du pour B -+ +CX. 
0 

(b) hIontrer que la limite pour B + +w de Fo( B) est T.sign (u). 

(c) Montrer que la limite pour B + +cx, de Ft(B) est ne-“‘[sign(n) + sîgn(t)] 

3”. Une formule cl Znwrsion. 

On définit la fonction .2: par z(t) = ë’ “. et la fonction H, par H,(w) = 7 :c(t)e-““tdt, 
-03 

pour w  réel. 

(a) Etudier. selon les valeurs du réel if. l’intégrabilité de la fonction t ti .x(t)e-zwt. En 
déduire l’ensemble de définition c:e la fonction H,T suivant les valeurs de a. 

(b) Expliciter, en cas d’existence. la valeur de H,(w). 

(c) Montrer que pour tout réel t. la fonction w  tig est intégrable sur 8%. 

(d) Démontrer à l‘aide du résultat du 2”(c) la formule d’inversion : x(t) = -$ 7 H,.(w)@‘~~w. 
-‘XT 

En préciser les conditions de vaiidit?. 


