MATHEMATIQUES

Probleme

L'épreuve est constituée de trois parties, et propose |'étude de quelques propriétés dela
fonction Jg de Bessel (utilisée notamment en physique).

Partie |

Etude de la fonction J = J, de Bessel. Dével oppement en série entiére

@1 Pour tout x O j, on pose : J(x) = [1/(17)] JoTcos(x.sin(B)) db.

(a) Montrer que pour tout x 1 j,ona:

1 21! 2
-—0
)= — [| um-cosm xsn@®) M do= — [| (/210 cosO) xsin@) OO de.
->
21 0 T

(b) Montrer quelafonctionJ: j — j ainsi définie est continue, paire et
declasse C2sur j.

(c) Justifier que Jest bornée sur j .
(d) Justifier I'encadrement :
T 20
06 afo, — 1. — \mathrel6sin(B) < 6.
2 T
En déduire un encadrement de J(x) pour x [1]0,2].

(e) Préciser lesvaeurs de J(0), J(0). Montrer que J est strictement
décroissante sur [O,T1.

22 Pour tout n [1 ¥, on pose : |, = [ol(/2lsin2n(B) de.
(@) Justifier que pour tout N 0¥ :  (2n+1) I, = 2(n+1) I 141
(b) En déduire que pour tout n ¥ : 1, = [((2n)!T)/((n!)222n*1)]\cdotp

23 (a) Rappeler le dével oppement en série entiere de la fonction cos et son rayon de convergence. En déduire
que pour tout 8 [ j fixé, I'application x - cos(x.sin()) est développable en série entiere sur j, et préciser ce
dével oppement.

(b) En déduire que J est développable en série entiére sur j, avec :
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="
OxO§, Jx) = +°°<!——OUTI——>Z x2n
n=0 4n(nt)2

(on préciserale théoréme du cours utilisé pour |'intégration terme aterme).
L esdeux parties suivantes sont indépendantes.

Partiell
Etude d'une équation différentielle
24 Vé&ifier que:
OxOj§, X M J(x)+J'(x) M +J(x) = 0.

25 Montrer que I'ensemble des applications de j vers j, développables en série entiere sur j et solutions sur
i del'équation différentielle: xy"'+y’'+xy = 0, est un espace vectoriel réel de dimension 1, engendré par J.

26 Soit K O C2(j.", i), solutionsur j." del'équation différentielle : xy"'+y'+xy = 0.
Pour tout x > 0 on pose : W(X) = J(X)K(X)=I(X)K'(X).
Montrer que W O C1(j.%, i), et est telle que pour tout x > 0, on ait : W'(x) = =1/, W(x).
En déduire laforme de W.
@7 Pour tout n 0 ¥*, on pose : H, = ¥ - 1"/, \cdotp
(@) Montrer quelim, _, +o([(Hh+)/(Hp)]) = 1.
(b) Pour tout x I j, onpose: ¢(X) = 3, = 1 °[((=1)™1H,)/(4"(n!)2)] x2n,

Vérifier que le rayon de convergence de cette série entiere est bien égal a +o. Pour tout réel x, expliciter (sous
forme d'une série entiere simple) lavaleur de l'expression  x¢"' (X)+¢'(X)+xd(X) et lacomparer avec
-2 J(X).

(c) Pour tout x > 0, on pose : K(x) = In(x) J(x)+(X).

Vérifier que K est solution sur j .. del'équation différentielle : x y"'+y'+xy = 0, et expliciter lafonction W
associée définie au 26

Que peut-on en déduire ?

Partielll

Usage de la transformation de Laplace

28 (a) Justifier que pour tout n [ ¥, et touty >0 :
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n!
+oo<!—

[|] -oum- XNe™xy dx = \cdotp
—>0 yn+1
(b) Montrer que pour touty >0, on a:
+oo<!— 1
[|] -oum- eXYJ(Vx) dx = — el
- O
y

(on pourra commencer par justifier I'existence de cette intégrale en utilisant par exemple le gl (c), puisle
dével oppement en série entiere de J vu en @3 (b) en précisant le théoreme du cours utilisé pour I'intégration
terme aterme).

29 (a) Justifier pour y > 0O I'existence de L(y) = [oT°e™XYJ(X) dx.
(b) Montrer que lafonction L ainsi définie est une application continue
sur ]0,+oof verifiant limy, 4, L(y) =0.
210 (a) Déterminer et justifier le développement en série entiere sur ]-1,1] delafonction
h: u-[1/(V{1+u2})]\cdotp

(b) Utiliser le développement en série entiere de Jvu au @3 (b) afin de
montrer que, pour touty [0 ]1,+c[, L(y) = [1/(V{1+y?})]\cdotp

11 Soit y > O fixé.

(a) Pour tout n [0 ¥, on pose : L(y) = Johe™YJ(x) dx. Montrer que:
ey

ILn(V)-L(Y)I < \cdotp

y

(b) En remarquant que [(T)/2] L(Y) =
Oe (Jol M2 (fghex(-y+isin(®)) dx) dB), montrer que :

T gn(-y+isin(6)) 1
— Lyy)=0e m [] (w20 de+ [ | [(m/210 de m
2 —y+i sin(B) y—i sin(0)
(c) Montrer que :
en(-y+isin(6)) m oehy
0 [|] [0 dé O \mathrelé ~ — \cdotp
—y+i sin(6) 2y

(d) Par un passage alalimite, en déduire que, pour touty >0, on a:
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2y 1
Ly)= — [] [(/2] 0
i y2+sin2(0)

(on pourra utiliser le changement de variable défini par “"u = tan(6)").

do

1+y2
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