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(a) Vérifier que pour tout réel x > 0, Vintégrale Iy(x) = / ¢ "t dt est conver-
Jo
gente et que
1
In(z) = —-
o(z) =~

(b) En effectuant une démonstration par récurrence, montrer que pour tout entier
n > 0 et tout réel z > 0, I'intégrale I,,(x) est convergente et

n!
L@ =

T
Indication : le réel T > 0 étant donné, on pourra intégrer / t"e~dt par
0
parties.
2. (a) Montrer que, muni des opérations usuelles, E' est un sous-espace vectoriel

de P'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur [0, +oo| & valeurs
réelles.

(b) Vérifier que toute fonction continue et bornée sur [0, +oc[ appartient & E.
(c) Montrer que toute fonction polynomiale sur [0, +oo[ appartient & F.
3. On se donne f € E.
(a) Soit = un réel strictement positif; montrer que la fonction t — f(t)e™ est
intégrable sur [0, +o0].
On notera alors jusqua la fin du probleme

,",w

L(f)(z) = o (t)e™"dt.

(b) Enoncer le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un paramétre
sur un intervalle I de R.

(c) On fixe un réel zy > 0. Montrer que P'application = — L(f)(z) est continue
sur Pintervalle [zg, +oo[. En déduire que L(f) est continue sur ]0,+oco].

4. Montrer que Papplication £ : f — L(f), appelée transformation de Laplace, est
une application linéaire de F dans I'espace constitué des applications définies et
continues sur ]0, +-o00[ et & valeurs réelles.

Partie II : quelques propriétés des transformées de Laplace

Dans cette partie, on se donne f € E.






— Péquation différentielle
(J) xu'(x) + (2* +2p + Vu(z) = z,

olt u désigne une fonction définie et de classe C! sur ]0, oo, & valeurs réelles.

1. Justifier que (P) posséde une solution et une seule définie sur tout R, que I'on
notera Y.

L’objectif de cette partie est d’expliciter Y en passant par intermédiaire de sa
transformée de Laplace. Dans ce but, on note f la restriction de Y & Pintervalle

[0, +o0] et on admet que f, f' et f" appartiennent 4 E. On note alors U = L(f).

2. A l'aide des résultats de la Partie II, montrer que U est une solution de (J) sur
10, +o0].
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T

3. Pour tout entier n > 0, on note f, la primitive sur R de la fonction = — z?"tle
qui s’annule en 0.
(a) A Taide d’une intégration par parties, établir pour tout entier n et tout réel
x une relation entre fr,11(z) et fr(z).

(b) En déduire que

n

2 2F
— +1 k4 on-2
fn(z) = ()" 2"n! + nle ,;:0( 1) e k)!m n

pour tout entier n et tout réel x.
4. (a) Donner une base de 'espace des solutions de 1’équation sans second membre
associée a (J) sur |0, 4o0].
(b) En déduire que ensemble des solutions de (J) sur Vintervalle 0, +oo| est
constitué des fonctions de la forme

22

T ¢ L 2 1
u(z) = C$2p+1 +p Z(—l) (p— k)! 22F 11
k=0

ou C est un réel quelconque.

5. (a) Parmi les solutions ci-dessus, on désigne par Uy celle correspondant 4 C = 0.
Montrer, & Paide des résultats de la Partie I, qu’il existe un polynéme R,
dont on donnera les coefficients, tel que la restriction Ry de R & [0,4o00]
vérifie L(Ry) = Up.

(b) Montrer que R est la solution de (P) sur R.






