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Epreuve de Mathématiques 1
durée 4 heures

Les deuxieme, troisieme et quatrieme parties sont liées et peuvent étre traitées
indépendamment de la premieére partie.

Notations :

Dans tout le probléme n et k sont deux entiers naturels donnés de somme N.

La fonction h de R dans R est définie par h(x) = a"TF+L,

Soient f et g deux fonctions & valeurs réelles définies sur un intervalle I de R
contenant 0 ; la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de 0 signifie
qu’il existe deux réels strictement positifs M et « tels que :

Ve e IN]—a, +af, [f(z)] < Mlg(z)]

R, [X] (respt Ry[X]) désigne I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels,
de degré inférieur ou égal a n (resp k).

Fni est 'ensemble des fractions rationnelles défini par :

fn,k:{uzga pE Rn[X]a qc Rk[X]a Q(O)#O}

Les coefficients de p (respt q) seront notés {ag,ai,...,a,} (respt {bo, b1, ...,bx} ol
0)

Premiére partie :

Dans cette partie by = 1. Soit f une fonction a valeurs réelles, égale a la somme
=S} .
de la série entiere Y c;x*, de rayon de convergence p strictement positif.
i=0
Il s’agit de rechercher un élément u de F, ; tel que la fonction (f — u) soit
dominée par la fonction A au voisinage de 0. La fonction u étant égale au quotient
des deux polynomes p et ¢, la question consiste a déterminer, a partir des c;, les
coefficients {ag, a1, ...,a,} de p et les coefficients {b1, ba, ..., br} de ¢ de sorte que :

vjie {0,1,...,N}, f90)=u"(0)

1) Montrer que cette condition équivaut au fait que le “numérateur” f(z)q(z)—
p(z) de f(z) — u(z) n’admet aucun terme de degré inférieur ou égal & N
dans son développement en série entiere.

2)
2-1) Avec la convention que ¢; = 0 pour i < 0, a; = 0 pour i > n et b; = 0 pour
i > k, vérifier que le systéme (1) suivant permet d’obtenir les coefficients
{ao,a1,...,a,} et {b1,ba,...,b;} de la fraction rationnelle w.

j=i
Vi € {O,l,...,N}, ijci_j = a; (1)
5=0

1

bo #



2-1) Mette ce systéme sous la forme qui suit :

j=Min(i,k)
Z ci_jbj:ai i=0,1,...,n (2)
j=0
j=k
Cn+i_jbj =0 1= 1,2,...,]{? (3)
j=0
3)
3-1) En tenant compte du fait que by = 1, montrer que (3) détermine les coeffi-
cients {by,...,br} de maniére unique si et seulement si la matrice carrée :

Mo i(f) = [en+ij] 1<i<k,1<j<k
est inversible.

3-2) Vérifier que dans ces conditions les relations (2) donnent les coefficients

{ao, A1y ey an}.
La fonction w ainsi obtenue se notera F}*(f).

3-3) Montrer que la fonction (f — F}'(f)) est dominée par h au voisinage de 0.
4) Dans cette question f(z) =In(l +x), n =2, k= 2.

4-1) Déterminer les coeflicients {¢;, i € N}, le réel p et la matrice Ma o(f).

4-2) Déterminer alors la fonction FZ(f).

j=4
4-3) Calculer exactement, Y. c¢; et F5(f)(1).
§=0

5) Dans cette question f(x) =e™®, n=3, k= 2.
Exprimer la matrice Ms o(f), déterminer p et la fonction F3(f).

Deuxiéme partie :

La fonction f; de R dans R est donnée par fi(z) = e”.
Lorsque cela aura un sens, A(z) et B(x) seront définis par :

+oo +oo
Ax) = / th(t 4+ z)"e " dt et B(z) = / (t —z)kt"e t dt
0 0
1) Question préliminaire :
1
Calculer 8(n, k) = / u"(1—u)* du et, pour tout entier naturel j, étudier
0

—+oo
I'existence et indiquer la valeur éventuelle de / te t dt.
0

2) Déterminer le développement de fi en série entiere et étudier sa conver-
gence. Soit Sy la somme partielle de rang k de ce développement. Exprimer

Sk (.1‘)
Dans la suite de cette partie I =] —1, 1]
3) Montrer que A(x) et B(x) existent lorsque = est donné dans | — 1, 1].

4) Montrer que A (resp! B) définit une fonction polynomiale sur I de degré
n (respt k) et que B(0) # 0.
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5) g est la fonction de | — 1, 1[ dans R définie par g(z) = f1(z)B(z) — A(x)
5-1) Vérifier que Ve € | —1, 1], g(z) = — / th(t +a)tetdt
0
1
5-2) En déduire que Vo € | —1, 1], g(x) = (=1)Fpnth+l / uf (1 —w)"e"® du
0
5-3) Montrer que la fonction g est dominée par la fonction h au voisinage de 0.
Troisiéme partie :

Dans cette partie, n = 0 et le réel x est fixé dans [0 + ool.
1) Vérifier que A(—x) et B(—x) existent. Calculer A(—zx).
2) Montrer que

3) Etablir que

4) En utilisant

2"€/ (2t)ke_tdt§2_k/ (t +a)ke t dt
0 0

montrer que

Quatriéme partie :

Dans cette partie le réel = est fixé dans [0 + oof.
En outre, les entiers naturels n et k vérifient k = 3n.

1) Montrer que
— | tFt—a)metat
-z A(—.’L‘) _ /O ( )
e = —I%
/ (t +x)ktme=t dt
0

B(—x)
2) Etablir que t(t + 2)® = 27t3(x — t) + t(x + 7t)(z — 2t)?
et en déduire que :
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