eda (PSI) 2002
Epreuve de Mathématiques 1
durée 4 heures

Les calculatrices sont interdites.
Dans tout le probleme, a et b désignent deux réels positifs tels que : 0 < a < b.

Préliminaire.
400 1
Déterminer I’ensemble de définition de la fonction ¢ qui & x € R associe ((z) = —.

T
n=1 n

2
On admettra dans tout le probleme que ((2) = 5

Partie 1.

Pour tout n € N*, on définit la fonction u, de R’ dans R par :

Vw>0,un(m):%—ln<1+%>.

Question 1.

1.1. Vérifier que Vn € N* | Vo > 0, u,(x) > 0.
1.2. Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur |0, +o0[.

+00
Dans toute la suite du probleme, Z up, est notée S et v désigne la valeur de S(1).

n=1

Question 2.

2.1. Prouver que S est dérivable sur [a, b].

2.2. En déduire que S est dérivable sur |0, +oo] et que :

Vw>0,§(x):+zoo<l— ! >

S\ n+x
Question 3.
P
1
Soit p € N*. Montrer que lorsque p tend vers I'infini : Z —=Ilnp+vy+o0(1).
n
n=1
Question 4.
4.1. Prouver que :
p p 1
Z (un(ac +1)— un(ac)) = Z —+In(l4+2)—In(p+1+=z).
n=1 n=1

4.2. En déduire que :
Ve >0, S(x+1)=S5(z)+v+In(l+x).

Question 5.

Soit ¢ la fonction définie de R’ dans R telle que :

Ve >0, ¢(z) = %exp (—fyac + S(x)) .

5.1. Montrer que Vz > 0, ¢(z+1) = z ().
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5.2. Vérifier que ¢ est dérivable sur |0, +ool.
d d
Calculer ﬁ(l‘) pour x > 0. Que vaut ﬁ(l) ?
Question 6.
Pour n > 1, soit ¢,, la fonction de R% dans R telle que :

n*n!

Vo >0, wn(w):w(x+1)_..(m+n)'

Montrer que Vx > 0, In (apn(w)) tend vers S(z) — zy — Inz quand n tend vers +oo.

Question 7.

x
p €Xp <—>
On note 1, = H — 7 (p entier naturel > 0).

T
n=1 1+ —
n
7.1. Prouver la convergence de la suite (7,)p>1 vers une limite L(x).
L
7.2. En déduire que : Vo > 0, ¢(x) = Sf) exp(—x7).
Partie 2.
+oo
Soit I" la fonction de la variable réelle z définie par : I'(z) = / t*~ L exp(—t)dt.
0

Question 1.

1.1. Déterminer '’ensemble de définition de la fonction I'.
1.2. Calculer I'(1).
1.3. Montrer que Vo >0, I'(x + 1) = 2 T'(z).

Question 2.

Pour n entier naturel > 1, on définit la fonction g, de R’ dans R par :
t n
(1——) si0<t<n,
t— n
0 sit>n

2.1. Prouver que : Vt > 0, exp(—t) > 1 —t.
En déduire que : Vt >0, Vn > 1, 0 < g,(t) < exp(—t).

2.2. Montrer alors que :

n—-+o00

n t n
Ve >0, lim (1 - —> t*Ldt = I'(x).
0 n

Question 3.

Pour tout entier naturel n > 1, on définit la fonction I,, de R dans R par :

I(z) = /01(1 — )"t L.

3.1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction I,,.

3.2. Prouver que :

n t n
Ve>0,Vn>1, / (1——) "l dt = n" I, (x).
0 n
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3.3. Trouver une relation entre I, (x) et I,_1(z + 1) et en déduire que :

Ve >0, I'(z) = ¢(z).

Partie 3.

Dans toute cette partie, z € |0, 1[.

Question 1.
+o0

Vérifier 'existence de / exp(—t) In® ¢ dt.
0

Question 2.

Soit n € N. On définit les fonctions : .
vy, de RY dans R par : Vt > 0, v,(t) = % exp(—t)(Int)"

U

et T;, de ]1,+o00[ dans R par : Vu > 1, T),(u) :/ vp(t)dt.
1

Ju
2.1. Pour u > 1 donné, montrer que la série de fonctions de terme général v,, converge normalement
1
sur [—,u].
U
+oo u +oo
2.2. Justifier que : Yu > 1, Z T (u) :/ Z vp(t) | dt.
n=0 1/u n=0

Question 3.
On pose, pour n € N :
n xn

1 +oo
an = ﬂU—/ exp(—t)| Int|"dt et b, = —/ exp(—t)(Int)"dt.
n! Jo n! J1

3.1. Montrer que :
p +o00o
Vp >0, Z(an +b,) < / exp(—t + x| Int|)dt
n=0 0

3.2. En déduire que la série de fonctions de terme général T;, converge normalement sur |1, +o0].

Question 4.
400 [T+ "

4.1. Vérifier que Y €10,1] , T'(1 +z) = / (Z mexp(—t)(lnt)") dt.
0 n=0 """

4.2. Prouver alors que :

Ve el0, 1], I(142) = io o (/O+OO exp(—t)(lnt)"dt> .

Question 5.

5.1. A l'aide des parties 1 et 2, vérifier que :
dr’

B 1 (k)

n=1

dar

—(x) +oo E+1
puis que dw( ) -y = — + Z (Z ?H xk>
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5.2. En admettant que ’on peut intervertir dans la formule précédente les deux sommations, prouver
que :

+00 xk
Vo e]0,1[, I'(1 4+ x) = exp (—’yx + Z(—l)k? (k)) .
k=2

2

+o0
5.3. Démontrer alors le résultat : / exp(—t) In® tdt =%+ %
0
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