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Epreuve de Physique PSI

Etude d’une ligne bifilaire

Premiére partie

Al. Dans le vide, les équations de Maxwell s’écrivent :

- e — . B —= - OE

divE = £; divB :ﬂ; rot E=——; rot B=p,J +gol,—.
€, € ot ot
Le conducteur est supposé parfait (conductivité infinie) donc p = 0. La répartition des char-
ges est seulement sur la surface du conducteur.

A2. Notons M le point ou I’on calcule le champ.
La distribution de charges est invariante par :

* symétrie par rapport au plan passant par I’axe du cylindre et le point M et par rap-
port au plan passant par M perpendiculaire a cet axe (car le cylindre est de longueur infinie). Le
champ en M est donc dans I’intersection de ces plans. Dans la base cylindrique indiquée, il est porté
par le vecteur unitaire i (M) soit E (M) = E(r, 0, z)ii (M).

* invariance par translation le long de Oz et par rotation d’un angle 6 quelconque
donc E(r, 0, z) ne dépend pas de z et de 6.

I reste donc E (M) = E(r)ii (M). Les lignes de champ sont radiales.

A3. On peut utiliser le théoréme de Gauss pour une surface de contréle X cylindrique, de

centre O, de rayon r et de longueur £ Il s’écrit ®y(E)= @ avec par définition
O, (E)= b E.ii,dS = E(r)ffds = E¢yamrt et 0, (2) = [[[ pdr (ot p e; uniforme).
s s V(Z)
e pour 7 <a : Onr(Z) = 0. donc il vient .
* pour » > a: Owr(2) = AL donc il vient |E(r) = 27:;01”

Le champ et le potentiel électrostatique sont liés par E =—gradV|.

A

2neyr

Ad.Onav(r)-V,=[ar=] grad V.%d0 = [~E@i, adr=-]

V() -, =——" 1n(1j.

2ne, \a

dr. 1l vient

AS. Comme /& >> a, la distance entre un point du fil 1 et un point du fil 2 situés dans un plan
perpendiculaire aux deux fils est pratiquement égal a A.

On a (V2_Vl)1 ==

ln(ﬁj pour le cylindre 1 seul et (V, —Vz)2 =+ A ln(ﬁj pour le
2ne, \a 2ne, \a

cylindre 2 seul.
D’apreés le théoréme de superposition, (¥, — V2) = (V1 — V2)1 + (V1 — V), soit

i-7)=+—m( 2}

e, \a
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A6. L’allure des ligne de champ (en traits pointillés) et des lignes équipotentielles (en traits
pleins) est la suivante :

A7. On peut écrire
A n ) o 5
Vi(M)=V, - In| — | en un point M situé a .
2ne, \a v
A iz gy
ridu fil 1 seul et V,(M) =V, + In| = | au -
2ng, \a ‘ SV 1wl -
méme point M situé a r, du fil 2 seul. En pré- (Bata s IRt iiﬁiE
sence des deux fils, le potentiel total est T e e
V(M) = Vi(M)+V,(M) = ; - ln(ﬁ)% + %571 T RS PR
€ \a TR AL w
r. :
=V, +V,+ In| = |. Les surfaces équipo- )
2ne, \n i

tentielles sont telles que V(M) = C. Elles correspondent donc a ¢ En particulier, c =1 corres-
n

pond a , = ry: c’est le plan médiateur entre les deux fils.

A8. Le champ ¢lectrique est perpendiculaire aux surfaces équipotentielles donc en un point
. , h ..
M du plan médiateur, de coordonnées (x = > V, Z) [en prenant 1’origine

en O], le champ est porté par u x et a pour valeur algébrique
AL AL A

- U, Uy =

2meyr TE o

E(M)= cos(0).

U .Uy

2mer

2
Comme cos(0) = 2i et r’ = (g) +y°, on peut écrire
r

Ah
Uy|.

nY ) 20 4
27‘580{(2) +y j ﬂsohi-' \

La courbe || £ || en fonction de y est tracée ci-contre. F

E(M)=

A9. Par définition, une ligne de champ est tangente au champ / \
¢lectrique. Elle est une droite si i, et i, sont colinéaires. Cela corres- _;" A
pond aux droites passant par les deux fils dans les plans perpendiculai- S y
res a ceux-ci. Elles sont dirigées par u .

En un point d’abscisse x d’une telle droite, on a :
A —A A h

osi x<—a: E(M)=———(~iiy) + ———————(=ily) = ——————iiy ;
(M) 2n80(—x)( x) 27‘580(—x+h)( x) 2me, x(h—x)
esia<x<h-a: E(M)= A iy + —h (—iiy) :LL@ :
2ne\x 2ne (h—x) 2ne, x(h—x)
esih—a<x : E_:(M): A IJX+ — ﬁX ”E”
2mex 2ne (x—h) A
b ‘
= — —uX ;
2ne, x(x—h)
Dans tous les cas, on peut donc écrire
E(M)= A Lax. k
2ne, x(h—x) o |
2\ l.-" \ r,"
SRS H N
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fil..

d’ou

La courbe || £ || = f(x) est tracée ci-contre :
B1. Notons M le point ou I’on calcule le champ.
La distribution de courant est invariante par

* antisymétrie par rapport au plan passant par I’axe du cylindre et le point M. Le
champ en M est donc dans perpendiculaire a ce plan. Dans la base cylindrique indiquée, il est porté
par le vecteur unitaire u o(M) soit B (M) = B(r, 0, z)u o(M).
* invariance par translation le long de Oz et par rotation d’un angle 6 quelconque
donc B(r, 0, z) ne dépend pas de z et de 6.

Il reste donc B (M) = By(r)ii o(M). Les lignes de champ sont des cercles centrés sur I’axe du

B2. Sur le cercle passant par M (donc centré sur 1’axe, de rayon r) orienté comme g, le
théoréme d’ Ampere s’écrit EfE’(P).%(P)dE =wol..
c

Or 3€§(P).%(P)dz = jjﬁl (P)iiy(P).iiy (P)rd® = 2murB,(r).
C

- = 1 -
esir<a:l.= ” J iidS = Jymr* avec Iorientation choisie d’ou |B,(M) = Equlrue(M)

2(r)

- .

esia<r: .= ” J jiydS = Jina® avec |orientation choisie 4 51
2(a)

El(M):EMoJ17ﬁe(M) 5

1 a’

Le graphe de B(r) est tracé ci-contre. /
B3. En un point du plan défini par les axes des conducteurs _J/

d’abscisse x telle que 0 <x<h, on a ug(M)=1uy et ugpp(M)=—uy

donc

le champ total est
=~ 1 I,1_. 1 -1,) 1 ~ .
B(M):_Mo_o_”Y+_Mo( o) (—uy ) soit
2 " mx 2 T h—x
~ 17 h
B(M)=—p,—t——1ii|.
(M) 2“0 © x(h—x) Y

Comme dans le calcul de E ci-dessus, cette relation s’étend a tous les cas de position de M.

B4. ®, = Lyl est un flux magnétique par unité¢ de longueur. Comme

les fils sont parcourus par un courant d’intensité Iy, et L, I’inductance par
unité de longueur, @ est le flux du champ magnétique crée par les deux fils
a travers un contour rectangulaire de longueur unité et s’appuyant sur les
deux fils.

BS5. Avec les expressions données, on obtient LoCy = L€ Soit

I
L,C,=—|

2
C

1 —17 -2 2
AN.L)Co=—=1,1x10""m ".s".
0 9% 10"

Deuxieme partie

C1. A un instant  fixé, on peut adapter 1’étude faite ci-dessus.
Pour le seul fil d’axe Oz, la distribution de charges est invariante par
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* symétrie par rapport au plan passant par 1’axe du cylindre et le point M. Le champ
en M est donc dans D’intersection de ces plans. Dans la base cylindrique indiquée, on a

E (M) =Ew(r1, 0, 2)ii n(M) + Erz(r1, z, )i z.
!I'1'1 On admettra que Ey(r, z, t) = 0.
* invariance par rotation d’un angle 6 quelconque donc E(r, 0, z) ne dépend pas de

Il reste donc E (M, ) = E\(r1, z, #)ii (M). Pour le deuxiéme fil, on obtiendrait de la méme
fagon E (M, 1) = Ex(r, z, )ii p(M).

En un point du plan défini par les axes des conducteurs d’abscisse x telle que 0 <x </, on a
ugM)y=ux et up(M)=—-ux, ri=x et rm~h—x donc le champ total est de la forme
‘E = E(x, z, t)ﬁ)d

Pour le méme fil, la distribution de courant est invariante par

* antisymétrie par rapport au plan passant par 1’axe du cylindre et le point M. Le
champ en M est donc porté par le vecteur unitaire u ¢, (M) soit B (M) = B(r, 0, z)u o1(M).

* invariance par rotation d’un angle 6 quelconque donc B (7, 0, z) ne dépend pas de

1l reste donc B (M) = B\(r1, z, 1)ii 1(M). Les lignes de champ sont des cercles centrés sur
I’axe du fil. Sur une ligne de champ de rayon » > a orienté comme u ¢, le théoréme de Stokes s’écrit

353 (P,t).7(P)dl = ” rotB nydS = ” [uoq 1 8E jnzdS avec My =1z Soit E .#y=0. On
(G) 5(G) ¢t ot
retrouve le théoréme d’Ampere §BI(P,t).t(P)d€=uoiz(q)(z,t) et on en déduit
G
El(M,t):%ﬁil(z,t)lﬁel(M). Pour le deuxiéme fil, on obtiendrait de la méme facon
T

’”1

z?z(M,t)—l—zz(z i (M)

En un point du plan défini par les axes des conducteurs d’abscisse x telle que 0 <x<#h,on a
ugiM)=1ty et ugpM)=—iy, ri=x et rmh—x donc le champ total est de la forme
B = B(x, z, t)iiy,

C2. Dans I’espace entre les conducteurs, la densité de courant est nulle et I’équation de

Maxwell-Ampére s’écrit rot B :izaa—l: soit, en projection sur u#x dans la base cartésienne indi-
c
quée,
0B(x,z,t) 1 OE(x,z,t)
_ - R1
0z c’ ot A1)
C3. L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit rot E = —a—lj soit, en projection sur #y dans la
OFE t OB t
base cartésienne indiquée, .20 __0B(.z1) [R2]
oz ot

C4. En un point du plan défini par les axes des conducteurs d’abscisse x telle que 0 <x <4,

on a ugi(M)=1uvy et Ugp(M)=—-uy donc le champ total est
-1 7t 1 . 1 1 -
B(M)=— Z(Z H1 —ily +l},l0 ( iz ))L( Uiy ) soit B(M) :—hz(z,t)(—jL qu.
T X 2 T h—x 2 x h—x
Tr

On a bien I’expression proposée en posant |0, = 2|
T

C5. En reportant cette expression de B(x, z, ¢) dans les équations [R1] et [R2], on obtient
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61(2 t)

1 OE(x,z t) 8E(x,z,t) C 0i(z,t)

o =" ot oz "
par rapport a  z et la  deuxiéme par rapport a ¢t et l'on obtient

821(2 ) T 1 (_ 821(2 ) e )j wit 822(222,0_ ciz 821’8(;,0 _

On obtient bien une équation de d’Alembert avec la célérité c.

f(x). On dérive la premiére

Az, t) (1 1
C6. On adapte I’expression obtenue en A9 soit |E(x,z,t) = z, )(—+ j On retrouve
2ng, \x h-x

. 1 1 .. . :
la fonction f(x) = (— +h—] qui intervient dans I’expression de B(x, z, t).
X — X

C7. L’équation [R1] s’écrit alors al(z ) f(x)=- 12 O Mz0 f(x) soit
ot\ 2mg,
j 0i(z,t OM(z,t
O DR B/ ) DN () S 5
2n Oz 2meg,C ot oz ot
On peut écrire cette relation na’ (1) =-na’ Op(z,1) soit op(z,1) +d1V(j ) 0. On re-
0z ot ot

connait I’équation locale décrivant la conservation de la charge électrique.

C8. On calcule la circulation de E sur le segment de ’axe Ox entre les deux fils.
) 7 2 - 2 - - 2 81_4 - 2 a 2
D’une part C(E)zj1 E.id! :L (—gradV).rd€+Jl E.szzjl—dmaleuz.uxdx:m —y,
=z, 1).
D’autre part C(E) = j MZ ) f( X)idy .l dx MZ t)J ( L)dx

x h—x
_MzD) In| 22 |~ In _h—x2 .
2ng, X, h—x,

Comme x; =a et x, =h —a, il reste C(E') = Mz1) [ln(h _a)—ln(h 4 ﬂ Mz,D) {27180}
a

2ne, -a 2ne, | C,

Mz, 1)

On en déduit v(z,t) =
CO

C9. En reportant dans 1’équation [R2], on obtient — [MZ 1) f(x )) ( Ho —i(z,t) f (x))
oz\ 2 ot T

ov(z,t 1 Oi(z,t
soit 8l(z,t) 12 0i(z, t) uis |C, v(z, ):__2 i(z, )
Oz c” ot 0z c- ot
| R ' .
Comme on a montré L,C; =—, il vient 8V(az’t) =-L, 0i(z,1) . On retrouve I’équation obte-
c 4

nue a partir de la loi des mailles dans le modele a constantes réparties de la ligne.
0i(z,t) ov(z,t)
=—C,
oz ot
de la loi des nceuds dans le modéle a constantes réparties de la ligne.

C10. L’équation [A,] devient

. On retrouve I’équation obtenue a partir

C11. On n’a pas négligé la densité de courant de déplacement 8‘)%; dans 1’équation de

Maxwell-Ampere puisqu’il n’y a pas de densité de courant de conduction dans 1’espace étudié. Ce-
pendant, on a conservé les expressions de B obtenues en régime statique, sans introduire de retard
de propagation donc on est bien dans I’approximation des Régimes Quasi-Stationnaires.
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ov(z+dz,t)
ot
Apres un développement de Taylor et en ne gardant que les termes du premier ordre, on ob-

0i(z,) dz = C,dz V(1) +Gdz v(z,t) soit|— 0i(z,1) =G, 8v(azt, ) +Gv(z,1),.

Oz ¢ Oz

D1. La loi des nceuds s’écrit i(z,t) =i(z +dz,t) + Cydz +Gdz v(z+dz,t).

tient —

La loi des mailles s’écrit v(z,t) = v(z+dz,t) + L dz 0i(z,t)

+ Rdz i(z,t).

Aprés un développement de Taylor et en ne gardant que les termes du premier ordre, on ob-

ov(z.t) . izt
tient - Y0 g _ 1 2 FED | g iz gy soit|- 2D _p TED g

0z t 0z
D2. On dérive la premiére équation par rapport a ¢ et la deuxiéme par rapport a z ; on obtient

2. 2 2 2. .
_diz0 =C, 0 v(i’t) +G 0v(z,0) et — 0 V(Zz’t) =L, G +R 8l(z,t)‘ En reportant, on ob-
otoz ot ot 0z 0zot 0z
2 2
tient — o (Z2 ) =-L,| C, 0 v(i’t) +G Ov(z,0 + R[C0 M+ G v(z,t):| soit
Z ot ot ot
2 2
0 Va(z;t) 1,6, &0 11 64re ]av(j D) 4 RG v(z.1)
4
On dérive la premicre équation par rapport a z et la deuxiéme par rapport a ¢ ; on obtient de
2. 2.
méme |0 ;(Z;t) ., e _ [L,G +RC, ]a’(t D 4 R Giz1),
4

D3*a. L’équation vérifiée par v(z, ) étant lin€aire, on peut chercher une solution sous la
forme d’une représentation complexe v(z,t) = v,e’‘“*’. On obtient

_kzvoe.i(wtf&z) _ LOCO (_wl)voe.i(wt*&) — [L0G+ RCO]jwvoe.i(wt*&Z) +RG voe.i(wt*&Z)

soit, aprés simplification, |k = L,C, ®* — [LOG + RC, ]j(o -RG |

Jot—(k'+ jk")z) _ k"z _j(ot-k'z)

D3*b. On peut écrire v(z,t) =v,e =ye e La grandeur réelle associée a

Wz, 1) est v(z,1) = v,e" cos(wr — k'z)).

. . () . .
On reconnait un phénomene de propagation de vitesse de phase |v, = o et, si k£’ <0 (ce qui

n’est pas précisé par 1I’énoncé) de distance caractéristique d’atténuation |0 = ——

D3*c. On peut écrire k* = L,C, ®*|1— j G + R |_R x G )
Co Lo| Lo Co

R G . . 1
Comme ——<<1 et ——<<1, on peut développer au deuxiéme ordre en— :

Lo C,o ®
2
@:ml—lj G+R —leG—l——G+—R +2j G+R RxG
27| Co Lo| 2Lo Co 8 (o Lo Go Lo)Lo Co
2
d’ou k'= LCcol—lR G+1 G+R
2L Co 8\Co Lo

2 2
- JLGof1-+ A L o R 1o R
2 Lo Co 8 C,o 8\ Lo 4Co Lo
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etpo Lol | Sy R G  RIR G Vgl S B LR, 6 .
2 Go Lo) 2{Co Lo)Lo o 2 G L 2 Lo Go

2
1 1{ G R 2.4 L,C, 1 R G
On en déduit [v, = - ——— | [letfp=-"A"" | |—————x .|l au
GL, + RC,

2 Lo Co

premier ordre non nul en —.
®

Il n’y a pas déformation du signal si v, ne dépend pas de o (a I’ordre du calcul). Il n’y a

. . TN € R . o .
alors pas dispersion. C’est réalisé si —— ——— = 0 soit la condition |GLy, = RCy. Cette condition est

Go Lo
appelée condition de Heaviside.
d n’est pas nul lorsque cette condition est vérifié : le signal n’est pas déformé mais il est at-

ténué.

D4*a. Avec R=0 et G=0, I’équation de propagation devient 622(:2, ) = LOICO 622(222,1,‘)
donc u = = On a u=c d’apres les expressions de Ly et Cy donc u a la dimension d’une vi-
tesse. o

La forme générale des solutions de I’équation de d’Alembert est ‘v(z, H=fx—ut)+gx+ ut)‘.

D4*b. Avec R =0 et G =0, I’équation établie en D2 conduit a 1’équation
0%i(z,1) 1 &%i(z,t)
o LC, o |
D4*c. La phase des fonction v; et i}, v, et ip, couple la variable d’espace et de temps: ces
fonctions décrivent donc un phénomeéne de propagation.

Le signe de z et ¢ est opposé dans la phase des fonction v; et i; : la propagation est vers les z
croissants.

Le signe de z et ¢ est le méme dans la phase des fonction v; et i, : la propagation est vers les z
décroissants.

D4*d.On a
Oiy(z,1) _ ¢, ovy(z,1) _ ¢, df (9) 99(z,1) _ ¢, df (@) _ ¢, df (9) 0o(z,1) (=)
oz ot do ot do do 0z
donc 0i(z0) _ C,c W (2,1) que ’on peut intégrer en i(z, £) = Coc vi(z, t) + h(f). La fonc-

0z
tion A(f) ne posséde pas une phase qui couple les variables z et ¢ donc elle ne décrit pas un phéno-
mene progressif. On la prend donc nulle et il reste ii(z, £) = Coc vi(z, £) ou vi(z, t) = Rcii(z, t) en po-
L, 1 Ho

| . o h—
sant R. = —— soit |[R. =_|—~| Avec les expressions de L et Cy, il vient |R. = —ln( aj —
C,c G T a €

On obtient de la méme fagon

ai, ;Z,t) ¢, Ovy(z,1) _ ¢, dg(¢) 09(z,1) _ ¢, ag(9) _ ¢, dg(¢) 0¢(z,1) () done
Z ot do ot do do oz
M =-Cyc M que I’on peut intégrer en \vz(z, 1) = —Rcix(z, l‘)‘-

Oz Oz

-3
AN. R, =1/M =25Q et u= _31 — =7.9x10"km.s”. La
509 %10 (0,318 x107°)(509%x107%)

: : .1 . .
vitesse de propagation vaut environ ZC donc le milieu entre les deux fils n’est pas le vide.
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D5*a. La ligne est infinie donc 1’onde de tension ou de courant provoquée par la décharge
du condensateur lorsque I’on ferme 1’interrupteur se propage vers les z croissants sans phénomeéne
de réflexion. On a donc, pour tout z et en particulier en z =0, v(z, ) = Rci(z, ?).

Le circuit équivalent est donc 1’association série Rc, L et C.

di(1)

D5*b. On peut écrire v.(#)=L d dve(t)
t

dt

d’ou

+RA(H) et i(t)=—C
Vel dve()

Py e . d 2
que ’on peut écrire e +2mo, 5 +0,v.(£)=0 en

vo(t) = —LC 4D RCde()
¢ dt’

1
posant @, :ﬁ et|im :—\/7.

D5*c. On a une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre homogene. Le discrimi-

nant de 1’équation caractéristique est A = 477120)02 —4(1)02= 4@02 (m*—=1). Dans lecasoum<1, on a

A <0. Les racines de I’équation caractéristique sont 7, = —mw, * jo,v1—m’ et la solution est de la

forme v.(¢) = e"”‘””’[A cos((ot) +B sin(oat)] en posant ® = @,V 1—m’ .

ve(?) est la tension aux bornes d’un condensateur c’est donc une grandeur continue quel que
soit ¢, en particulier vc(0") = ve(07) ce qui se traduit par 4=U.

i(¢) est 'intensité du courant dans une branche contenant une bobine c’est donc une grandeur
continue quel que soit ¢, en particulier ((0") = i(0") ce qui se traduit par —mm,4 + B = 0 soit encore

®q sin(cot)]

(Q)

B="01/ donc il reste finalement v.(¢) = Ue"”"’“t[cos(cot) +
0]

: . 1 .
Avec m=1072<<1, on peut faire le développement limité ®:w0(1—5m2+...j puis

s mlcoo =mdouv.(t)= Ue"”"’“t[cos(coot) +msin(coot)] au premier ordre en m.
® mo(l—szr...)
2
Comme le temps caractéristique de décroissance ve(t)
U
T= est trés grand devant la période 7, _ des
mo, 0,
oscillations, on peut tracer 1’allure de la courbe ci-contre. M MMMMMMU UI'IUI'IuI'|uJ"|Uﬂuﬁvﬂwﬂuﬂ.unwnwnwnunuﬂvnUnuuu 4
La tension est, en valeur absolue, définitivement WWWWWUUUU
inférieure a U/100 pour ¢> fc tel que e " =ﬁ soit
In(1 In(1
- nd00)_ InC100) . " ——n( 0 7 ~73¢75.
mo, 2nm 2nx10°

D5*d. Enz=0, on a v(0, #) = Rci(0, 1) = Rci(f) avec i(¢) = —Cj [ ”“"“’[cos w,t)+msin(o, t)]]

=—-CUe ™™ [—m(oo[cos(oaot) +msin(o,¢) ] + 030[— sin(wyt)+m cos(oaot)]] = CUwye " sin(w,t) au
premier ordre en m.

m(oot

. . L
On  obtient donc  v(0,£) = R.CUw,e " sin(w,t)= 2m\/; sin(w¢)

1
v LC
=2mUe "' sin(o,¢)

La perturbation créée se propage le long de la ligne a la vitesse ¢ . L’état en un point z a

. \ M r r Z
I’instant fc est la valeur de v(0, #) a un instant précédent #, tel que ¢, =¢. ——. Quand z augmente, t,
c

page 8/13



. - . . . . , 1 e
diminue donc e """ augmente. La valeur est donc maximale au voisinage immédiat de z,, = cZ ou

I

mmot(

3
Ponav(zy,t.) = V(O tc —2—) 2mUe "4 sin(%wotcj donc pratiquement v, = =2mUe *
c

A D’instant #c, la valeur (0, 0) a atteint
I’abscisse zc=ctc. Pour z>zc, on a 4 vz &) N
Wz, tc) = 0 car (0, £) = 0 pour £ < 0. '

De plus, v(0, tc) = v(0, 0)/100. —

On a donc la courbe suivante. ALY ctc
D5*e. L’¢énergie stockée initialement L

dans le condensateur est W =%C U’. A un
. 1
instant ¢, elle est W.(t) = ECVC2 (1).

. ) 1
L’énergie stockée dans la bobine est alors W, (¢) = 5 Li*(1).

A cet instant, l’énergie stockée dans la tranche de ligne de longueur dz s’écrit :

dVVLIGNE(t)— Lle (z, t)+ Cdzv (z, f)—%Ld v (Z 1)

C

EC \dzv¥ (z,t) = Cv* (z,t)dz

2th

d’apres I’expression de Re. Comme V(z, t) =0 pour z >ct, ’énergie totale stockée dans la ligne a

ct
Pinstant £ est o (1) = [ G (2,0)dz.

En I’absence de perte, la conservation de 1’énergie entraine Wy = Wc(t) + Wi(¢) + WiienNe(?)

D5*f. Si la ligne n’est pas infinie, il se produit une réflexion a son extrémité. Il y aura super-
position de 1’onde initiale se propageant vers les z croissants et de I’onde réfléchie qui se propage
vers les z décroissants. En 1’absence d’amortissement, 1’énergie initiale du condensateur, partielle-
ment transportée par I’onde aller, revient par 1’onde réfléchie et le condensateur se recharge avant
de se décharger de nouveau. Il apparait un régime d’oscillations a une période correspondant a deux

fois la durée nécessaire pour parcourir toute la longueur de la ligne.

Troisiéme partie

Ke = K(O) = Klo —+ Kzo KS = Z([) — Kloe*_ik/ + Kzoejk/

R (R il AR (CE

C C C RC

E1. On peut écrire

Jjkt Jkt
Vi +R.Ige

Le deuxiéme systtme d’équations conduit a V=

2
—Jjkt - jkt
Vi = Vse 2RC Lse . En reportant dans le premier, on obtient
V Jkt R I Jkt V — jkt _R I —jkt
v, == +2 Sy S TRt V., =V cos(kl)+ jR. L sin(kf)
jkt jhe -k soity Vs
1 (Ve +RIe™ | 1 (V™ -—R. I I,=j P sin(k?) + I cos(k/)
R, 2 R 2 N

qui est bien de la forme proposée en posant f{kf) = cos(kf) et lg(kl) = sin(kL).
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V. Rycos(kl)+ jR.sin(k()

—¢€

L, jI;Usin(kz) + cos(kt)

C

soit

E2. A la sortie, on a Vs = Ryls donc on peut écrire Z, =

; _p RutiR tan(k/)
¢ jR, tan(kf)+ R,
son impédance caractéristique et posséde alors les propriétés d’une ligne infinie : il n’y a pas d’onde
réfléchie.

F1. La loi d’Ohm s’écrit pour la sortie de la ligne : [‘Ra].

! 4
La tension totale a la sortie s’écrit : [v(2) = v, (t - —j +v, (t + —j [Rb].
c c

. Si Ry=Rq, il reste [Z, = Rd. La ligne, de longueur finie, est fermée sur

. " \ . . . AT l
De méme, I’intensité totale a la sortie est|ig(¢) = zl(t ——j + zz(t +—] [Re].
C C

A l’aide des relations entre v et i pour les ondes incidentes et réfléchies, il vient

[-d) )
wt——| w|t+—
= </ < [Rd).

RC RC
On reporte [Rb] et [Rd] dans [Ra] et I’on obtient :

v(t fj % (t+£)
Voe) U e / /
vl(t—£j+v2(t+§):RU c/_ 1 dou vz(t+2]=—vl(t——)

= qui
R R LA Ry
RC
. . RU B RC
est bien de la forme demandée en posant |00 = ———|.
Ry +R.

.. 1 . 1
Avec un changement d’origine des temps tel que ¢ = #'——, on obtient |v, (t') =av, (t'— —j .
c

a est le coefficient de réflexion de I’amplitude de la tension.

* Si Ry = 0 (sortie court-circuitée), on trouve o =—1 : la tension se réfléchit en changeant de
signe.

* Si Ry = Rc (sortie adaptée), on trouve o= 0 : il n’y a pas d’onde réfléchie.

* Si Ry = o (sortie ouverte), on trouve a. = +1 : la tension se réfléchit sans changer de signe.
F2. Pour 7> 0, la loi d’Ohm s’écrit a I’entrée de la ligne : ‘ve(t) =F— RGie(t)\ [Re].

v.(t) = vl(t) +v, (t)‘ [RAf].

Lintensité totale a I’entrée est|ig(¢) =i,(t)+5,(¢)| [Rgl.

La tension totale a ’entrée s’écrit :

A l’aide des relations entre v et i pour les ondes incidentes et réfléchies, il vient

ie(t)z%(t)—%(t) [Rh].

On reporte [Rf] et [®Rh] dans [Re] et 1'on obtient, pour >0 et
E
R =Rc, v, (t)+v2 (t) =FE —[vl(t)—vz(t)] d’ou v, (2) = St
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F3. En t=0", il n’y a que ’onde incidente v; donc v,(0) =§. Ce passage de v(0)=0 a
v,(0") = 5 se propage a la vitesse ¢ le long de la ligne sans perte et atteint 1’extrémité de la ligne a

,: 1
I’instant ¢, = —.
c

D’apres la question F1, I’amplitude de 1’onde réfléchie (si elle existe) dépend de la valeur de
- . . .. . \ 1o 2/
Ry. Elle se propage aussi a la vitesse c et atteint donc ’origine de la ligne a I'instant ¢, = —.
c
Comme Rg = Rc, ’extrémité z = 0 se comporte comme une ligne infinie pour une éventuelle
onde réfléchie se propageant vers les z décroissants. Il n’y a donc jamais de réflexion a cette extré-
mité. La valeur de vs est donc définitive pour ¢ > ¢, et celle de v, pour # > t,.

* Si Ry=0, a=-1 et vs(t) = 0 quel que soit ¢. Pour P N ve(f)
P . E ) =
t>t,, l’onde réfléchie, d’amplitude e a atteint 2
., vs(t) |
I’extrémité z=0 donc v.=0. Par contre, pour 0 <7< f,, } >
E ) ) £ 2/
ve(H) = vi(f) = 3 On en déduit les courbes ci-contre : c o
* Si Ru=Rc, aa=0: 1l n’y a pas d’onde réfléchie z t ve(?)
4 E ) DY
donc vy (t) = ve(t ——] avec v,(t) =v,(t) = — quel que soit 2
¢ 2 vs(?) , R
t >20. On en déduit les courbes ci-contre : 2' ; i’
* Si Ry=o0, a.=1. Pour ¢t >1, il existe une onde ¢ ¢
P . E o
réfléchie , d’amplitude 3 donc vs =v; + v, = E pour ¢ > ;. £
Cette onde réfléchie atteint I’extrémité z =0 a ’instant #, E ve(?)
donc ve=FE pour t>1t.. On en déduit les courbes ci- o
contre : ve(?)
l [
F4. Si Rg+# Rc, il se produit une réflexion a 2' ) i’
I’extrémité z = 0 de la ligne. Si Ry # Rc, il se produit une - —

réflexion a I’extrémité z = { de la ligne.

En =0, il n’y a que l’onde incidente v; donc les équations de F2 conduisent a
R
O =2k E
G C

En ¢ = oo, le nouveau régime constant est établi donc les inductances sont équivalentes a des

courts-circuits et les condensateurs a des circuits ouverts. Le schéma Rg  ifw) Ry
. , . . e

électrique équivalent est donc le suivant :

Le théoréeme du diviseur de tension conduit alors a e

R

v, ()= E——|
R+ Ry,

Les ondes se propageant a la célérité c, il se produit un changement dans 1’état du circuit aux

instants ou une onde atteint une extrémité (z={ ou z = 0) de la ligne soit z, =n—.
c
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F5. On peut appliquer le principe de superposition en considérant un échelon de valeur —£
appliqué en ¢, =—. On aurait pour celui-ci les courbes suivantes, dans le cas Rg = Rc ou il n’y a pas
c

de nouvelle réflexionenx =0 :

\4

cas Ry=0
‘ 2 3¢
T c ¢ c t
ve(?)
B vs(?)
2 I
cas Ry =Rc¢
’ 2 30
A c c - ‘[
_E
2 ve(?)
-E |______ vs()
cas Ry=
Pour I’impulsion, on aura donc :
A
E Ve(t)
2 2 3¢
€ vs(d) Lt
g I
_E ¢
2 cas Ry=0
A
E ve(?) vs(?)
2
f |
¢ ! 3
hd 20 AT
c e c
cas Ry =R¢ ¢
A vs(?)
E _———————
£ e f
2
>
£ 20 3¢
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F6. Dans le cas Ry = Rc ou la ligne se comporte comme si elle était infinie, la durée de
I’impulsion peut étre quelconque sans apporter de changement au schéma indiqué. Le début de

. . : < e 1
I’impulsion se produira en z={ a I’instant ¢ = —.
c

Dans les autres cas ou il se produit une réflexion en z ={, le front montant de I’impulsion de
retour arrivera en z = 0 avant que le front descendant de I’impulsion de départ soit apparu. On aura
donc modification de la forme de signal ve.

Dans le cas Ry = 0, ’impulsion de retour est négative donc la superposition avec I’impulsion
. . . 20 .. . : ,
de départ donne zéro et le signal v¢(¢) a un front descendant en ¢ =— suivi d’une impulsion néga-

c
tive.

Dans le cas Ry = oo, I’impulsion de retour est positive et s’ajoute a la fin de I’impulsion ini-

: 2/ .
tiale aprés ¢ = — pour former un créneau d’amplitude 2F.
c
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