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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

(Sujet commun aux ENS de CACHAN, LYON et PARIS) 

Dans tout le probkme, L est un r k l  strictement positif fixC et 1 dCsigne l'intervalle fermC 
[O, LI. On notera P ( I )  l'espace des fonctions dCfinies et continues sur 1, B valeurs 
rklles. Pour tout k E N*, on note Ck(1) l'espace des fonctions definies sur 1 et admettant 
une dCrivk k-kme continue sur 1 (chaque dCrivk j-kme en O pour 1 I j 5 k Ctant en fait 
une dCrivk B droite, et chaque dCrivk j-&me en L Ctant une dCrivk a gauche). Enfin, on 
dCsigne par a et b deux fonctions appartenant B Cl(1). 

Première partie 

Dans cette pam'e, on considère le problème : 

où g E CO(I) et (a, p) E B2 ; on le transforme en un problème équivalent, et on montre 
que sous certaines conditions, il admet une solution unique. 

1. Soient g E CO(1) et (ao, al) E IR2. Justifier brikvement l'existence et I'unicitC dans 
C2(I) de la solution y au probl2me (1) suivant : 

y "  = a (x )  y '  + b(x) y + g(x)  
~ ( 0 )  = a,, ~ ' ( 0 )  = a l  . (1) 

= a(x) y' + b(x)  y 
admet la seule solution y = O. 

y ( 0 )  = O, y(L) = 0 
2. On suppose que le problkme 

On note S l'espace vectoriel des solutions y E @(I) de l'kquation y" = a(x) y' + b(x) y. 

a) Quel est le rang de l'application de S dans IR2 definie par y I+ ( y(0) , y(L) ) ? 

b) Soient g E CO(1) et (a, p) E IR2. 

Montrer que le problkme : 

y'' = a (x )  y '  + b(x) y + g(x)  
admet une solution unique y E Cz(1). (2) 
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3. Soit g E CO(1). Montrer que 1'Quation : 

Quivaut 21 une Quation de la forme : 

où p, q et h sont des fonctions que l'on determinera. On choisira p de façon que p(0) = 1. 

4. Montrer que si b(x) 2 O pour tout x E 1, alors pour tout g E CO(1) et tout couple 
(a, f3) E IR2, il existe une unique fonction y E @(I) satisfaisant le problkme (2). 

(On pourra considCrer 1'Quation (3) avec h 5 O et les conditions aux bords y(0) = O, 
y(L) = O, multiplier Mquation differentielle par y et int6grer sur [O, LI.) 

Deuxième partie 

Dans cette partie, on étudie le problème aux valeurs propres pour l'application déj5nie 
par : 
y (-py')'+ qy,  et on le ramène à un problème aux limites (5) pour une équation 
diflérentielle du premier ordre. 

Soit p E @(II une fonction minode sur I par une constante po strictement positive : 

Soit q E Cl(1) . On cherche les nombres rkls h pour lesquels le problkme : 

admet des solutions y E @(I) non triviales, autrement dit non identiquement nulles. 
On note : 

E = { y E C2(I) ; y(0) = O ,  y(L) = O ] ; 

L : E + Co(I) 
y * (-PY')' + qY - 

Par convention, un r k l  h pour lequel le problkme (4) admet une solution non triviale yA 
est appele une valeur propre de L, et yA une fonction propre associk 21 cette valeur 
propre. 
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1. Dans cette question seulement, on considkre le cas particulier où p i 1 et q I O. 
Le probl6me (4) s'&rit alors : 

- y'' = h y  

Determiner les valeurs propres et les fonctions propres de l'endomorphisme L 
correspondant. 

1 DCsormais, on considkre le cas gCnCral &rit au debut de la deuxieme partie. 

2. En utilisant les dsultats de la premiere partie : 

2.a. Determiner la dimension du sous-espace vectoriel de E constituC des solutions de 
(4) lorsque h est une valeur propre de L ; 

2.b. Montrer qu'il existe un r&l 
que la solution triviale. 

tel que pour tout h I h, le probkme (4) n'admet 

3.a. Soient h E IR et y E C*(I). Montrer que y est une solution non triviale du 
problkme (4) si et seulement si les conditions (i) et (ii) suivantes sont satisfaites : 

(i) Il existe deux fonctions r(x) et 8(x) definies et de classe C1 sur 1 telles que l'on ait : 

r (x)  > O 
y(x) = r(x) sin 8 (x )  

p(x) Y'(x) = r(x) COS e ( x )  ; 
VXE 1 :  

(ii) Les fonctions r et 8 vCrifient : 

[ sin e(o) = O, sin e (L)  = O 

1 
(6) r'(x) = (po + q(x) - h) sin e(x) cos e(x) r(x). 

Pour Ctablir (i), on pourra considCrer un intervalle maximal de la forme [O, T[ avec T > O 
sur lequel r et 8 sont definies et de classe C1, et raisonner par l'absurde en supposant 
T < L. 

3. b. Montrer que h est valeur propre de L si et seulement si le probl8me ( 5 )  admet au 
moins une solution 8 E Cl(I) telle que : 

€)(O) = O, 8(L) = nx (n E Z). 
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Troisième partie 

Dans cette partie, on considère le problème défini par l'équation différentielle du 
problème (5)  et la condition initiale &O) = O ; on montre que ce problème admet une 
solution unique dans Cl(I), et que cette solution est une fonction positive et croissante 
de  A. 

Soit p E c~(I )  une fonction mino& sur I par une constante po strictement positive : 

3 po > O : t/ x E 1 , p(x) 2 Po* 

Soit q E Cl(I) et soit h E IR. 

Soit 8 une solution maximale du probkme : 

1. On suppose que 8 est dCfinie et de classe C1 sur un intervalle maximal de la forme 
[O, TC avec T < L. 

1.a. Montrer que 8' est bom& sur [O, T[ . En dCduire la nature de l'inggrale e'(x)dx. 

1.b. Montrer que e(x) admet une limite finie il gauche en T. En deduire une contradiction 
avec l'hypoth2se T < L. Conclure que 8 appartient A C1([O, LI). 

T 

O 

On note ddsormais e(x, h) la solution maximale du problkme (7) definie sur [O, LI. 
Toutes les dCriv&s de cette fonction seront prises par rapport il x ; on note donc : 

2. On suppose qu'il existe ~ 1 ~ 1 0 ,  LI tel que e(x1, h) I O. Soit xo la bome infkrieure des 
valeurs x i  posddant cette propriCt6. 

2.a. Montrer que xo est strictement positif. 

2.b. Montrer que 8(xo, h) = O. 

2.c. Montrer qu'il existe E > O tel que e(x, h) soit strictement croissante sur l'intervalle 
1x0 - E, xo [. En dCduire une contradiction avec la dCfinition de xo, puis que e(L, h) > O. 
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3. Soient h et p deux reels tels que h > p. On suppose qu'il existe X I  E ] O ,  L] tel que 
€)(XI, h) I e(x1, p). Soit x, la borne inferieure des valeurs X I  posddant cet;e propriCt6. 

3.a. Montrer que xo > O et que O(xo, h) = O(xo, p). 

3.b. Montrer qu'il existe e > O tel que V x E ]xo - e, x, [ : 0'(x, h) > 0'(x, p). 

3.c. En deduire une contradiction avec la definition de xo, puis que la fonction 
h C) 0(L, h) est strictement croissante. 

4.a Soit z E Cl(1) telle que z(0) = O. On suppose qu'il existe A, B > O tels que : 

(8) V x E 1 : z'(x) 5 A + B z(x). 

Montrer qu'alors : 
V x E 1 : z(x) I A x eBx. 

4.b. Soient h, p E IR, h > p. On pose z(x) = 0(x, h) - 0(x, p). En &ablissant une 
inCgalit6 du type (8). montrer que l'application h C) B(L, h) est continue. 

Quatrième partie 

Dans cette partie, on détermine les limites de @LI A) pour A tendant vers f - , et  c:i en 
déduit l'existence d'une suite infinie croissante de valeurs propres pour lbpirutrur L. 

Soit p E c*(I) une fonction mino& sur I par une constante po strictement positive : 

3 po > O : V x E 1, p(x) 2 po 

Soit q E C1(I) ; on note : Q = sup { Iq(x)l ; x €1 } ; P = sup { p(x) ; x E 1 }. 
1. Soit y E ]O, x / 2 [ .  

1.a. Montrer qu'il existe pi E IR tel que : 

1.b. En utilisant un raisonnement analogue B celui de 3.b de la trois2me partie, montrer 
que : 

V h €  IR, h<p1, V X E  [O,L] : 0(x ,h)S  y. 

En dCduire que 0(L, h) tend vers O quand h tend vers - -. 
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e(L, h ) .  2. On note N ( h )  la partie entiere de 

2.a. Montrer qu'il existe p2 E IR tel que : 

2.b. Soit K un segment de [O, 0(L, A)]. Montrer que si h > p2, l'image dciproque J de 
K par l'application x c) e(x, h) est un segment de [O, LI. 

2.c. En considerant successivement les images rkiproques par l'application x c) 0(x, h) 
des segments de la forme : 

[kx - E, klr + E] et [kx + E, (k + 1) IC - E], k E N, de [O, 8(L, h)], 

montrer que pour ~0 > O assez petit et p3 > O assez grand : 
(N(h)+l) (X - 2 ~ )  

b' h > p3, b' E E ]O, : L I 4 (N(h)+l) PE + 
( h  - Q) sin2E 

2.d. En deduire que e(L, h) tend vers +oo quand h tend vers +-. 

3.a. Montrer que l'application L definie dans la deuxi2me partie admet une suite 
w * de valeurs propres rklles, croissante et non bornk. 

3.b. Montrer que l'on a : 
L L 

y, Z E  E: [ Ly(x)  z(x) dx = [ y(x) L z ( x )  d x .  
J 
O 

J 
O 

En deduire que si y, et yp sont deux fonctions propres associCes i?i deux valeurs propres 
hn et hp distinctes, alors on a : 

L 

J Yn (x)  y p  ( x >  dx = 0. 
O 

4. En s'inspirant de l'exemple du 11-1, proposer une mCthode de rCsolution du 
probl2me : 

- ( P ( X ) Y ' ) '  + ¶ ( X I  Y = g(x) 

utilisant les fonctions propres Yn , n E M*, pour I'opCrateur L. 

Quelles sont selon vous les hypoth2ses i?i formuler et les assertions 2 ddmontrer pour que 
votre mCthode soit applicable ? 


