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(Sujet commun aux ENS de CACHAN, LYON et PARIS) (dur& : 4 heures) 

Les parties 1 et II sont independantes. Dans la partie II, on utilise le theorkme de 
Stone-Weierstrass Cnond h la fin de la partie 1. La partie III utilise des dsultats Ctablis 
dans la partie II. 
Dans certains cas, une même notation peut repdsenter des notions diffkrentes dans des 
parties diff6rentes (en particulier : f, u). A l'interieur d'une partie, une même notation 
repdsente toujours la même notion. 
Les definitions et commentaires inthessant plusieurs questions sont pkCdCs et suivis 
de carrds noirs : H.... . 1 

n! 
H Pour tout (i,n) E M2 tel que O I j I n, on note Ci = - * j!(n-j)! ' 
on convient que O! = 1. 
Si f est une fonction definie et continue sur [0,1] h valeurs delles, les polvnômes de 
B e r n s a  Bn(f), n E N, sont d6finis par : 

n 

cette Dartie seulement, 8, u, v et w designent les fonctions suivantes efmies SUT 
ro,u : 

1-1-a Pour x E [0,1] et n E M fixes, on pose : q(t) = (x et + 1 -x)n. Calculer q(O),  @(O) et 
q''(0) de deux manihes differentes. En deduire les polynômes de Bernstein de u, v et 
W. 

1-1-b Montrer que la suite (Bn(w)) converge uniformement sur [0,1] vers w. 

rn Soit E l'alg&bre des fonctions continues sur [0,1] A valeurs reelles. On definit une 
relation d'ordre non total I sur E par : 

f I g <=> v x E [0,1] : f(x) I g(x). 

Une fonction de f E E telle que 8 I f est dite positive. Un endomorphisme A de 
l'espace vectoriel E est dit positif s'il transforme toute fonction positive en une 
fonction positive. H 

1-2-a Montrer que si A est un endomorphisme positif de E alors : 

V f E  E:lA(f)lIA(lfl). 



-~ 
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1-2- b 

1-2-c 

1-3 

1-3-a 

1-3-b 

1-4 

II- 1 

II-1-a 

II-1-b 

II-1-c 

Soit f E E, et soit E > O un del fixe. Montrer qu'il existe un r&l a > O, ne dependant 
que de f et de E, tel que : 

v x, y E [0,1] : If(x) - f(y)lS E + a(x-y)2. (1) 

En deduire que pour tout endomorphisme positif A de E on a : 

V y E [0,1] : IA(f) - f(y).A(u)l5 E A(u) + ~ ( A ( w )  - 2y.A(~) + Y~.A(u)) (2) 

où I repdsente la relation d'ordre sur E definie ci-dessus. 

Soit (An)nE M une suite d'endomorphismes de l'espace vectoriel E qui poss&de les 
propri6tks suivantes : 

(i) pour tout n E N, An est un endomorphisme positif de E ; 
(ii) les suites (An(u)), (An(v)) et (An(w)) convergent uniformement sur [O, 11 
respectivement vers u, v et w. 

Montrer que si on pose : 

V n E M : <Pn = An(w) - ~ v . A ~ ( v )  + W.An(U), 

la suite (cpn) converge uniformement sur [O, 11 vers 6. 

En appliquant (2) au point y avec An au lieu de A, montrer que pour tout f E E, la 
suite (An(f)) converge uniformement vers f sur [0,1]. 

Deduire de ce qui prk8de le \ : toute fonction continue 
sur le segment [0,1], B valeurs rkelles, est limite uniforme sur [0,1] d'une suite de 
fonctions polynômes. 

II 

7r 

Pour tout a ER tel que I a I z 1, on pose : I(a) = In (1 - 2a.cosx + a2) dx . 
O 

1 Calculer I(-a), IQ et I(a2) en fonction de I(a). 

Montrer que Vnc M* : I(a) = - 1 I(a2"). 
2" 

Calculer I(a) pour tout a E IR, I a I z 1. 
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II-1-d 

11-2 

II-2-a 

11-2- b 

11-24 

Soient h et p deux de l s  tels que h > O et I p I # h. Donner la valeur de : 

27r 
J(h, p) = j In I p - heie I de. 

O 

PourtoutwE(Cettoutr>O,onnote: D(w,r)= ( z ~ ~ ; l z - w l < r ] .  

Soit R > O. Soit f(z) = C Cn zn une fonction de variable complexe dCfinie dans 

D(0,R) par une &rie enti&re de rayon de convergence au moins Cgal B R. Soit xo un 
nombre r&l non nul tel que I xo l -c R. On suppose f(xo) = O, et on definit une fonction 
g P = :  

+- 
n=O 

9 &O> = f '(%h f(z) V z E D(O,R), z z XO : g(z) = - * z-xo 

OÙ f '(x,) est la dérivée au point ~0 de la fonction de variable delle obtenue par 
res t r ic t iondefà] -R,R[ .  

Montrer que g est développable en série entière au voisinage de O, et calculer les 
coefficients dn(%) de son développement en &rie enti2re S(z) B l'origine : 

+- 
n=O 

S(Z) = C dn(x0) Z" . 
Que sait-on a priori du rayon de convergence de cette drie entière ? 

N 
On pose pour tout N E N et tout z E D(0,R) : SN(Z) = C dn(xo)z" . 

rd) 

Montrer que l'on a : 

+- 
V N E M, V z E D(0,R) : SN(Z) = C yp(N) 

P=l 

OÙ yp(N) = cp P1 C z n XO p-1-n s i p l N  
n=o 

N 

n=o 
yp(N) = c ~ N - 1  C ~ ~ x , ~ - ~  

Soit r un nombre r&l tel que I x, I c r c R ; on fixe z E C tel que I z I I r .  
Montrer que l'on a : 

si p > N. 

v PE N*, v NE N : I y p ( ~ )  I I p I cP I 8-l. 

+- n- 1 

En deduire que l'on a : s(z) = C cP ( y~~ %P-l-n). 
p= 1 n=O 
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II-2-d Montrer que le rayon de convergence de la drie entiere S(z) est au moins Cgal B R, et 
que pour tout z E D(0,R) on a S(z) = g(z). 

III 

Soit E l'algèbre des fonctions continues sur [0,1], B valeurs reelles. On munit E de 
la norme I I  112 définie par : 

1 

O 
V f E E : II f 112 = [ j (f(t))2 dt]lQ 

(on ne demande pas de vCrifier que c'est une norme). 

Soit 
vectoriel de E engendd par les fonctions t c) t k  , k E M*. 

M* une suite strictement croissante de d e l s  positifs. Soit F le sous-espace 

On suppose que F n'est pas dense dans E pour la norme I I  112. On admet que ceci 
Quivaut B l'existence d'un &ment u de E diffCrent de la fonction nulle tel que : 

1 

V k E N *  : thk u(t) dt = O. 
O 

On dCfmit une fonction de variable delle cp par la relation : 

1 

O 
cp(h) = th u(t) dt, 

OÙ u est 1'ClCment de E dCfini ci-dessus. 

III-1-a Montrer que cp est dkfmie et continue sur [O, + -[. 

III- 1- b Montrer que <p(h) tend vers O quand h tend vers + -. On pourra utiliser le thCor&me de 
Stone-Weierstrass énon& A la fin de la partie 1. 

III-1-c Montrer que cp n'est pas identiquement nulle sur [O, + -[. On pourra raisonner mr 
l'absurde et utiliser le thCorkme de Stone-Weierstrass. 

B On dCfmit une fonction de variable delle y par : Y(Z) = cp (2). rn 

III-2-a Montrer que l'on peut definir y( 1) de façon que w soit une fonction definie continu? a 
non identiquement nulle sur [-1,1]. 
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III-2-b Montrer qu'il existe une suite (Xk)kEN* strictement croissante de dels non nuls d a \  
B deux distincts de 3- 1,1[ où w s'annule (w peut eventuellement s'annuler en d'autres 
points de [-1, 11). 

On admet que la fonction w se prolonge en une fonction, encore notee w, dCfink 

sur D(0,l) = { z E (c; I z I < 1 } par la somme d'une drie enti&re C an zn de rayon dt: 

convergence au moins Cgal B 1, et bornCe sur D(0,l). Soit no = inf { nE W; an f 0). 

+- 
n=O 

On admet Cgalement que pour toute fonction f dCfinie sur D(0,1), non nulle en O, C@e 
dans D(0,l) B la somme d'une serie enti&re de rayon de convergence au moins &&al 
1 , o n a :  

2 K  

V r E ]0,1[ : In If(rei8)l de  2 2n In lf(O)l, (4) 
O 

OÙ l'int6grale du membre de gauche a toujours un sens, même si f s'annule sur 

C(0,r) = { ZE Ic; I z l = r} . 

111-3 Soit NE M* et soit mN = max { 1 xi  1, ..., 1 xN 1 }. Soit r E ]  mN, 1[. 

III-3-a Montrer que l'on peut appliquer la relation (4) B la fonction VN dCfinie par : 

k-1 

pour la valeur de r dCfinie au dCbut du 2". En deduire qu'il existe une constante r k k  
C telle que : 

N 

k= 1 
V N E N * , V r E  ]m,, 1[ : 2 R  C l n I X k I 1 C + 2 x ( N + r b ) l n r .  

+- 
k= 1 

III-3-b Wterminer la nature de la drie C In I xk 1. 

1 
+O0 

k=2 h k  
III-3-c Wterminer la nature de la &rie C - . 

111-4 Enoncer le thCorkme dCmontrC dans les parties II et III. Comparer ce thCor&me au 
thCor&me de Stone-Weierstrass Ctabli dans la partie 1. 


