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I-1-a

I-1-b

1-2-a

(Sujet commun aux ENS de CACHAN, LYON et PARIS) (durée : 4 heures)

Les parties 1 et II sont indépendantes. Dans la partie II, on utilise le théoréme de
Stone-Weierstrass énoncé 2 la fin de la partie I. La partie I utilise des résultats établis
dans la partie II.

Dans certains cas, une méme notation peut représenter des notions différentes dans des
parties différentes (en particulier : f, u). A l'intérieur d'une partie, une méme notation
représente toujours la méme notion.

Les définitions et commentaires intéressant plusieurs questions sont précédés et suivis
de carrés noirs : 8.8 . I

, !
® Pour tout (j,n) € N2telque 0< j<n, on notng,="(gW :

on convient que 0! = 1.
Si f est une fonction définie et continue sur [0,1] A valeurs réelles, les polynOmes de

Bermnstein Bn(f), n € N, sont définis par :

n .
VxeR :By®)(x) =Y, Clxi(1-x)mi £(]).
j=0

Dans cette partie seulement, 6, u, v et w désignent les fonctions suivamtes définies sur
[0,1]:

8(x)=0, ux) =1, v(x) = X, wx)=x2.m

Pour x € [0,1] et n € N fixés, on pose : @(t) = (x et + 1 -x)B. Calculer ¢(0), ¢'(0) et
¢"(0) de deux maniéres différentes. En déduire les polyndmes de Bernstein de u, v et
w.

Montrer que la suite (By(w)) converge uniformément sur [0,1] vers w.

m Soit E I'algébre des fonctions continues sur [0,1] & valeurs réelles. On définit une
relation d'ordre non total < sur E par:

f<g<=>Vxe [01]:f(x)<gkx).

Une fonction de f € E telle que 6 < f est dite positive. Un endomorphisme A de
I'espace vectoriel E est dit positif s'il transforme toute fonction positive en une
fonction positive. ®

Montrer que si A est un endomorphisme positif de E alors :

Ve E:IAf)I<A(TI).




70

ECOLES NORMALES SUPERIEURES : épreuves communes
Paris, Lyon et Cachan 2/5

I-2-b

I-2-¢

I-3-a

I-3-b

I-4

II-1

I1-1-a

II-1-b

II-1-c

Soit f € E, et soit € > 0 un réel fixé. Montrer qu'il existe un réel o > 0, ne dépendant
quedefetdee, tel que:

Y x,y e [0,1]: If(x) - f(y)l < € + a(x-y)2. (1)
En déduire que pour tout endomorphisme positif Ade Eona:
Vye [0,1]: A - f(y).A(u)l <e A(u) + (A(W) - 2y.A(V) + y2.A(u)) )
ou < représente la relation d'ordre sur E définie ci-dessus.

Soit (Ap)pne N une suite d'endomorphismes de l'espace vectoriel E qui posséde les
propriétés suivantes :

(i) pour tout n € N, Ay, est un endomorphisme positif de E ;
(ii) les suites (Ag(u)), (An(v)) et (Ap(w)) convergent uniformément sur [0,1]
respectivement vers u, v et w.

Montrer que si on pose :
V neN: @y =ApW) - 2v.Ap(V) + w.Ap(u),
la suite (¢n) converge uniformément sur [0,1] vers 6.

En appliquant (2) au point y avec A, au lieu de A, montrer que pour tout f € E, la
suite (An(f)) converge uniformément vers f sur [0,1].

Déduire de ce qui précede le théoréme de Stone-Weijerstrass : toute fonction continue
sur le segment [0,1], A valeurs réelles, est limite uniforme sur [0,1] d'une suite de
fonctions polynomes.

I1

T

Pourtoutae R telque la |+ 1, on pose : I(a) = Iln (1 - 2a.cosx + a2)dx .
0

Calculer I(-a), I(é) et I(a2) en fonction de I(a).

1

Montrer que Vne N* : I(a) = o

I(a2").

Calculer I(a) pourtoutae R, lal# 1.
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II-1-d

I1-2

II.2.a

II-2-b

I1-2-¢

Soient A et |t deux réels tels que A >0 et | u|# A. Donner la valeur de :

2n
JA, )= [ Inlp-2Aei®|de.
0

PourtoutweC ettoutr>0,onnote:  D(w,r) = {zelE lz- wl<r}.
<+ o0

Soit R > 0. Soit f(z) = ¥ cp z" une fonction de variable complexe définie dans
n=0

D(0,R) par une série entiére de rayon de convergence au moins égal a R. Soit x, un
nombre réel non nul tel que | xo | < R. On suppose f(xo) = 0, et on définit une fonction

gpar:

Vze DOR),z#x0:8(z) = S—le ; 8(x0) = '(Xo),

ou f '(xo) est la dérivée au point x, de la fonction de variable réelle obtenue par
restrictionde fa]-R,R[.

Montrer que g est développable en série entiére au voisinage de 0, et calculer les
coefficients dp(xo) de son développement en série entiére S(z) a l'origine :

+400
S(z)= Y dn(xo) 2.
n=0

Que sait-on a priori du rayon de convergence de cette série entiére ?

N
On pose pour tout N e N ettoutze D(O,R) : SN(z)= I dn(x0)z" .
n=0
Montrerque I'on a :

<00
VNeN,Vze DOR) : SN@) = 2 1p(N)
p=1

p-1
o Yp(N)=cp 3 zMx,P ! M sip<N
n=0
N
Tp(N) = cpxgP N1 3 zBxN0  sip>N.
n=0

Soit r un nombre réel tel que I x| <r<R ;onfixeze € telque [zI<r.

Montrer que I'on a : ;
VpeN*, VNeN : IypWN)ISplcp P

En déduire que l'ona: S@)= T cp (T z"xP 1),
p=1 n=0
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II-2-d Montrer que le rayon de convergence de la série entiére S(z) est au moins égal A R, et
que pour tout z € D(O,R) on a S(z) = g(z).
II1
m Soit E I'algébre des fonctions continues sur [0,1], A valeurs réelles. On munit E de
la norme | iz définie par :
1
Ve E:liflip=[] (f(t))2 dJ1/2
0
(on ne demande pas de vérifier que c'est une norme).
Soit (Ak)ke N* une suite strictement croissante de réels positifs. Soit F le sous-espace
vectoriel de E engendré par les fonctions t = e, ke N*.
On suppose que F n'est pas dense dans E pour la norme Il llz. On admet que ceci
équivaut a I'existence d'un élément u de E différent de la fonction nulle tel que :
1
VkeN*: J’t;\’ku(t) dt=0
0
On définit une fonction de variable réelle ¢ par la relation :
1
o) = [ th u() dt,
0
ol u est I'élément de E défini ci-dessus. m
III-1-a  Montrer que @ est définie et continue sur [0, + oof.
III-1-b  Montrer que ¢(A) tend vers O quand A tend vers + o, On pourra utiliser le théoréme de
Stone-Weierstrass énoncé a la fin de la partie L
III-1-¢  Montrer que @ n'est pas identiquement nulle sur [0, + e[. On pourra raisonner Par
l'absurde et utiliser le théoréme de Stone-Weierstrass.
. . . ( 14z
® On définit une fonction de variable réelle ypar:  ¥(z) = ¢ (
III-2-a  Montrer que I'on peut définir y(1) de fagon que  soit une fonction définie continuz ¢

non identiquement nulle sur [-1,1].
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II1-2-b

II1-3

I11-3-a

III-3-b

III-3-c

I1I-4

Montrer qu'il existe une suite (Xk), . g+ strictement croissante de réels non nuls daux

A deux distincts de ]-1,1{ ot y s'annule (y peut éventuellement s'annuler en d'autres
points de [-1, 1]).

® On admet que la fonction W se prolonge en une fonction, encore notée y, définie
+00

sur D(0,1) = {z e C; 1zl < 1} par la somme d'une série entiere ¥, o 2" de rayon de
n=0

convergence au moins égal 2 1, et bornée sur D(0,1). Soit ng = inf {ne N; oy # 0}.
On admet également que pour toute fonction f définie sur D(0,1), non nulle en 0, égale
dans D(0,1) 2 la somme d'une série entiére de rayon de convergence au moins égal 2

I,ona:
2r

Vrel]Ol]: fln If(reie)l dé = 2x In If(O), 4)
0

ot l'intégrale du membre de gauche a toujours un sens, méme si f s'annule sur
CO,y)={zeC;izi=r}.m

Soit Ne N * et soit .mN =max { 1x1}, ..., Ixy!}). Soitre]my, 1[.

Montrer que I'on peut appliquer la relation (4) 2 la fonction yN définie par :

y(z)
N

z"0 T (z-xk)
k=1

WN(Z) =

pour la valeur de r définie au début du 2°. En déduire qu'il existe une constante réclle
C telle que :

N
VNeN* Vre Jmy, 1l 2 2 ¥ Inlxgl2C+ 21 (N+ng) Inr.
k=1

+oco
Déterminer la nature de la série ¥ In | x; |.
k=1

<400
Déterminer la nature de la série Y, L
k=2 )"k

Enoncer le théoréme démontré dans les parties II et III. Comparer ce théoréme au
théoréme de Stone-Weierstrass établi dans la partie I.



