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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES op k k  ' 

(Epreuve commune aux ENS de Lyon, Ulm et Cachan) 

(dur& : 4 heures) 

Les trois premières parties sont indépendantes. La quatrième partie utilise uniquement les 
résultats énoncés dans la dernière question de chacune des trois premières parties. En 
conséquence, les candidats peuvent aborder chaque partie quand ils le désirent, et dans un 
ordre indiférent. Les définitions et commentaires intéressant plusieurs questions sont 
précédés et suivis de carrés noirs : ... .. 
Pour tout entier n 2 3, on designe par dn le plus petit multiple commun des entiers 
2, 3, ..., n : ainsi d6 = 60. 

1 On note S3 la somme de la drie convergente C 2 - n = l  

On dCfinit une suite d'entiers strictement croissante (a& w*  par : 

al = 2  et V k e M *  : ak+l = ak2-ak+ 1. 

1-1-a Montrer que pour tout kE N tel que k 2 2, on a : 22 k-2 + 1 1 a k 1 2 2  k- 1 . 

1-1-b En dtduire que pour tout entier k 1 7 on a : 

- R n a k S 2 1 9 + k .  1 1 
ak 
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- 1  
I-2-a Montrer que la sCrie C 

i = l  ai 
- Rn 3 est convergente, et calculer sa somme A 10-5 p&s. 

I-2-b. En dCduire un majorant w avec trois dCcimales aussi petit que possible de la suite 
(W&E N* definie par : 

1-3 Montrer que pour tout ke  N* on a : 

k 1  1 c E = 1 -  
ak+l  - i = l  

Pour tout r&l x > O, on designe par [XI la partie entihre de x : ainsi [ICI = 3. 
On fixe dCsormais un entier n 2 3. Soit ke M* tel que l'on ait ak I n c ak+l. On designe par 
C(n) le nombre : 

On admet que pour tous entiers R ,  m su@rieurs ou Cgaux il 2, si mi, ..., m l  sont des entiers 
naturels tels que ml + ... + m l  = m, et tl, ..., t j  sont des variables delles, le coefficient de 
l n tim' dans le dCveloppement de (tl+ ... + tj)m est un entier Cgal : 

i = l  

m! 
R 

(mi!) 
i = l  

(formule du multinôme). H 

I-4-a Montrer que C(n) est un entier. 

I-4-b Etablir que l'on a : 

nn C(n) I 
[ $1""' . 

i = l  
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1-5-a Montrer que si a et n sont des entiers tels que O < a I n alors : 

- < 

n n-a+l on pourra minorer [il par - a .  

1-5-b En dCduire que l'on a : C(n) I nk+l ek wn ; 

on rappelle que w a CtC dCfini au L2.b, et que l'entier k E M* est tel que ak 5 n < ak+l. 

Rn n 1-6-a Soit p un nombre premier infkrieur ou Cgal il n. On note q = [-] le plus grand 

entier j tel que $ I n. Montrer que pour tout entier m e  { 1, ..., n}, la puissance de p en 
Rn P 

q m  facteur dans m! est exactement d'exposant C [ -3.  On pourra denombrer les multiples de 
j=1 p' 

p, de p2, ... infkrieurs ou Cgaux il m. 

1-6-b En deduire la puissance de p en facteur dans C(n). 

1-6-c A l'aide du 1-3, Ctablir que pour tout r&l x 2 1 on a : 

k 

i =  1 
V k c W * :  C [ : ]<[XI:  

On pourra montrer que pour tout a E M* on a : [ f 3 = [y]. 
1-6-d En deduire que C(n) est un multiple de dn. 

1-7 Montrer qu'il existe un entier no E W* tel que l'on ait : 

aL nEM*, n 2 na : dn S 3". 

Soit K le compact [0,1] x [0,1] de IR*. Soit f une fonction definie et continue sur K, A 
valeurs delles ; son inti5grale double sur K est : 
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II-1-a Montrer que les expressions : 

ont un sens pour tout a E ] 0,1[, et qu'elles tendent vers O quand a tend vers O. 

1-1-b En deduire que les deux expressions : 

ont un sens, e t  qu'elles sont Cgales. 

On notera dCsormais fjK f(x,y) Rn (xy) dx dy la valeur commune de ces expressions. 

- t R n t  
1 - t  

II-2-a On definit une fonction cp sur ]0,1[ par cp (t) = . DCterminer cp (O) et 

cp (1) pour que cp soit definie, continue et positive sur [O, 11. 

- X Y  M X Y )  peut être II-2-b En deduire que la fonction O definie par O (x,y) = 

prolongk en une fonction dCfinie, continue et positive sur K, que l'on notera encore O. 
1 - x y  

11-3 Pour tout ke N on note : Ik ( f )  = - IIK f(x,y) xk yk Rn(xy) dx dy . Montrer que la serie 
+a0 

Ik ( f )  est convergente, et que sa somme est Cgale a fj, f(x,y) 0 (x,y) dx dy . 
k = l  

1 En rajoutant Io ( f )  aux deux membres, on obtient la relation : 

oh l'inttgrale double peut être calcul& dans un ordre indifferent ; on notera J(f) la valeur 
commune de cette &rie et de cette inrkgrale double. 

DCsormais on fixe un entier n 2 3. 

11-4 Pour tout couple (p,q) d'entiers naturels, on pose : fp,q (XVY) = xp p. 
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II-4-a Calculer Ik(fp,q) pour tout '(k,p,q) e ~ 3 .  

II-4-b Montrer que pour tout p E {O, 1, ..., n} il existe deux entiers relatifs b,p et Cn,p tels 
que : 

bn,p + Cn,p S3 
J(fp,p) = 

d l  

II-4-c Montrer que pour tous p,q E {O, 1, ..., n} tels que p z q, il existe un entier relatif 

II-5 On designe par b le n-i&me polynôme de Legendre sur [0,1] dCfini par : 

1 dn 

dx 
L n ( x ) = a  --y (x" ( 1 - X l n ) ;  

autrement dit, n! Ln(x) est la d6nvt?e n-i&me de xn( 1- x )". 

II-5-a Calculer explicitement et verifier que tous ses coefficients sont entiers. 

II-5-b On pose Fn (x,y) = b (x) 
relatifs et Cn tels que : 

(y) et Jn = J (Fn). Montrer qu'il existe deux entiers 

III 

On designe par K le compact [O,l]  x [0,1] de IR 2 ,  et par Q le compact 
[0,1] x [0,1] x [0,1] de IR3. Si f est une fonction dCfinie et continue sur K, A valeurs 
delles, on a clairement : 

dx dy du cette intkgrale triple, et on admettra que dans f(x,y) on notera Jjj 
Q 1 - (1 - Xy)U 

celle-ci ainsi que dans celles qui interviennent dans cette partie, on peut effectuer les 
integrations dans un ordre indifferent. 
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Avec les notations du II.5, on a donc pour tout entier n 2 3 : 

1 :  où Ln(x) = - - (x" (1 - x )" ) designe le n-i5me polynôme de Legendre sur [0,1]. n! n 
dx 

III-1 Montrer qu'en effectuant successi.vement : 

- n integrations par parties par rapport ii x ; 
1 - u  -1echangementdevariable z = z(u) = B x et y fixes; 

1 - (1 - xy)u  
- n intkgrations par parties par rapport il y, 
on obtient : 

n n n  x y z ( l - X ) n ( l - y ) n ( l - z ) n  
n + 1  dx dy dz. 

Q (1 - (1 - xy)z) 
Jn = III 

III-2-a On definit une fonction y sur [0,1] x [0,1] par : 

Montrer que yest  definie et continue sur [0,1] x [0,1]. 

III-2-b En dtduire que la fonction g dCfmie sur Q par : 

g (x,y,z) = O si xy = Oet z = 1, 
est continue et positive sur Q, et nulle sur la frontihc de Q. 

III-3-a Montrer que g admet un unique point critique ii l'intkrieur de Q. 

III-3-b Etablir que pour tout n E N tel que n 2 3 on a : O c Jn I (n - l>4n JO. 

IV 

Montrer que S3 est irrationnel. 


