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Avertissement : 
d’entre elles étant découpées en sous-questions numérotées de 1 à j, avec j 5 4. 

Les labels Qn, avec O 5 n 5 20 indiquent les questions, certaines 

Notations 
Dans tout le problème, on désigne par E l’ensemble (espace vectoriel sur C) des fonc- 

tions f : R -+ C qui sont continues par morceaux, continues à gauche et 27r-périodiques. 
Si f E E ,  on note 

QO Montrez que les éléments de E sont des fonctions bornées. 

Sommation de Césaro 
En vue de l’application de cette partie aux séries de Fourier, on considère d’emblée 

une série C G) dont les termes, à valeurs complexes, sont indexés par les entiers relatifs 
n E Z. Pour une telle série, et pour N E N, on note 

N 

Q1 Montrez qiie si la suite ( , q n ) n E ~  converge, alors ( o n ) n E ~  converge aussi vers une limite 

Q2 

à préciser. 
1. La réciproque est-elle vraie ? 
2. On suppose que la suite ( S ~ ) , ~ N  est à valeurs réelles et croissante, et que (o,)~€N 

Q3 On suppose dans cette question que ( n c n ) n E z  est bornée : In%[ 5 M pour tout 
converge vers 1. Que peut-on dire de (s,),€N? 

n E Z. Pour k, N E N’, on définit 

1 
k O N , k  = - ( S N  +.  . ’ + s N + k - l ) .  

1. Calculez 

Etablir que si une suite ( ~ N ) N E N  tend vers l’infini, avec N/kN tendant vers une 
limite finie Z, alors 

lim ON = s ===+ lim g N , k N  = S. 
N + + m  N-+CC 

2. Calculez 

Prouvez 



3.  On suppose que ( c N ) N E N  converge vers une limite 1. Que peut-on dire de 
(SN)N€N? 

Séries de Fourier 
Dans cette section, c, : x H cn(x)  est une fonction, de la forme cn( z )  = uneiR”, avec 

a, f C. La série Ccn est donc une série trigonométrique, à laquelle on associe comme 
ci-dessus sa somme partielle S N  et sa somme de César0 O N ,  qui sont des éléments de E. 

Lorsque f E E ,  on lui associe ses coefficients de Fourier f(n) : 

Si c C n  est la série de Fourier de f ,  c’est-à-dire si U n  = f^(n),  alors on note S N f  = SN et 
TN f = C N .  

Q4 Si ~ a n e i n x  est une série trigonométrique, exprimer en fonction des a, les nombres 
b, tels que 

N 

n=-N 

Q5 Soit F une partie non vide de Z et soit f E E. On suppose que ,. 
- pour tout n E F ,  on a f ( n )  = 1, 
- N ( f )  5 1. 

Déterminez Nl(f) et prouvez que, pour tout n E F ,  x H f(x)e-Zn” est A, valeurs 
réelles positives. En déduire que F n’a qu’un seul élement et déterminez f .  

Q6 1. Soit r, N E N. On note 

N N+r 

n=-N n=-N-r 

Etablir une majoration de Nl(g) ,  pour g(x)  = &u(x)v(x) .  

fonction f E E telle que 

(a) pour tout n E Z, on a j ( n )  E [O, 11, 
(b) pour tout n E F ,  on a f^(n) = 1, 
(c) Ndf)  < 1 + E .  

2. Etant donné un nombre réel E > O et une partie finie F de Z, construire une 

Q7 Montrez que, pour tout f E E ,  on a 

pour 
sin ( N  + +) z 

sin DN(x) = 

On appelle DN le noyau de Dirichlet (d’ordre N ) .  
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Q8 De même, montrez que, pour tout f E E ,  on a 

pour 

On appelle FN le noyau de Fejer (d'ordre N ) .  

Q9 1. Calculez, pour f E E ,  

2. Calculez les intégrales 

-!- DN(x)dx, .!- FN(x)dx. 
2lr -" 21r 

3. Etant donné un nombre réel 7 E]O,T[,  déterminez 

QlO Soit f E E. 
1. On suppose que f est continue en un point xo. Montrez que 

existe et déterminez la limite. 

formément continue, puis que T N f  converge uniformément sur R. 
2. On suppose que f est en fait continue en tout point. Montrez que f est uni- 

Q11 Soit f E E. Montrez que 

lim Nl(f - T N f )  = O. 
N-+m 

Indication : commencer par le cas où f est continue. 
Q12 Soit a,eZ"" une série trigonométrique. 

1. Calculez 

pour tout n, N tels que In1 5 N .  
2. On suppose que 

lim NI ( ~ T N )  = O. 
N++m 

Montrez que a, = O pour tout n appartenant à Z. 



Fonctions de type positif 
Pour f ,  g E E ,  on définit une fonction f * g : R + G par 

(f * g ) ( d  = /" f ( x  - 9)9(Y)dY. 27l -" 

Q13 Montrez que f * g est 2~-périodique et que f * g = g * f .  

On admet que f * g E E. De même, la fonction h : R --+ C définie par 

appartient à E et on admet que les nombres 

coïncident. On note l f (g) ,  ou encore 

leur valeur commune. 
On désigne alors par P l'ensemble des f appartenant à E telles que, pour t0ut.e fonction 

u : R -+ Q: continue et 2~-périodique, If(u) est réel positif. Les éléments de P sont les 
fonctions de type positif 

On appelle enfin polynôme trigonométrique toute fonction v : R t C de la forme 

v(x) = a-me-tmx + . . - + urnezmx. 

Les nombres complexes a-,,. . . , am sont les coeficients de v. On rappelle le théorème de 
Stone-Weierstrass, sous la forme suivante : pour toute fonction v : R t C continue et 27r- 
périodique, il existe une suite (v,)mEN, où chaque v, est un polynôme trigonométrique, 
et telle que N,(v, - ZI) --f O quand m 4 00. 

Q14 Montrez que tout polynôme trigonométrique à coefficients réels positifs appartient 
à P. 

Q15 Soit f E E. 
1. Si u, 'u : R -+ C sont continues et 2r-périodiques, montrez que 

2. Montrez que f appartient à P si et seulement si I j ( v )  est réel positif pour tout 
polynôme trigonométrique v. 

Q l 6  Soit f E E. 
1. Montrez que f E P si et seulement si f ( n )  est réel positif pour tout n dans Z. 

2. Soit f E P,  et x un point où f est continue. Exprimez f(-x) en fonction de 
f (4. 
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3. Soient f E P et N E N. A-t-on S,f E P et T N f  E P? 

1. Exprimez f * g ( n )  en fonction de f(n) et g(n). 
2. En déduire que, si f* désigne la fonction x H f*(z) = f(-z), alors f* f* E P. 

1. La suite ( T N ~ ( O ) ) N ~ N  est-elle bornée? 
2. Exprimant TNf(0) au moyen des coefficients de Fourier de f, en déduire que 

la série à termes réels positifs Cn,z f ( n )  converge (c'est-à-dire que les séries 

Q17 Soit f,g E E. 

Q l 8  Soit f E P. 

Cnro f ( n )  et c,<O f(n) convergent). 
3. En déduire que f est continue et exprimer, pour tout nombre réel x, 

en fonction de f(z). En particulier, montrez que f(0) est réel et lf(z)I 5 f(0). 
4. En déduire une démonstration de la formule de Parsevad pour 4 E E 

QI9 Soit f E P. Montrez que, pour tout ensemble fini ( ~ j ) + l , , . , , ~  de nombres réels, et 
pour tous les nombres complexes (zj)j=l, , , .  , p ,  l'expression 

P P  

j=1  k=l 

est un nombre réel positif. Indication : on pourra d'abord vérifier que T N ~  satisfait 
cette propriété. 

Q20 Soit f E P. 
1. Soit a E R, a # O. Montrez que la fonction g : R -+ C, définie par 

1 
x H g(z) = +f(4 - f(. + 4 - f(. - a>> 

U 

a.ppartient à P. 

tendant vers zéro, telle que 

1 

2. On suppose qu'il existe une suite de nombres réels ( u ~ ) ~ ~ N ,  avec a, > O, 

X E SUP -(2f(O) - f(a,) - f ( - am) )  < +OO. 
mEN a$ 

(a) Déterminez le signe de 

n c Z  

(b) En déduire que f est de classe C 2 .  
X Donnez un exemple de fonction de type positif qui n'est pas de classe C2. 


