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SESSION DE 1999

Groupes D/S et PC

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Sujet commun aux ENS : Ulm, Lyon et Cachan)

DUREE : 4 heures

L’usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation autonome, non imprimantes et sans
document d’accompagnement, est autorisé. Cependant, une seule calculatrice a la fois est admise sur la table
ou le poste de travail, et aucun échange n’est autorisé entre les candidats.
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Avertissement : Les labels Qn, avec 0 < n < 20 indiquent les questions, certaines
d’entre elles étant découpées en sous-questions numérotées de 1 a j, avec j < 4.

Notations

Dans tout le probleme, on désigne par E I'ensemble (espace vectoriel sur €) des fonc-
tions f : R — € qui sont continues par morceaux, continues & gauche et 27-périodiques.
Si f € E, on note

P - 1/2
M) =— [ fwidy, M= (= [ 1F@Pdy) . Ne(f)= sw [f@).
2 J_. -

2n n ye[—m,m)

QO Montrez que les éléments de £ sont des fonctions bornées.

Sommation de Césaro

En vue de 'application de cette partie aux séries de Fourier, on considére d’emblée
une série Y  c,, dont les termes, a valeurs complexes, sont indexés par les entiers relatifs
n € 7. Pour une telle série, et pour N € N, on note

N

1
SN:ZCn, O'N=N+1(So+"'+81v).

n=-—

Q1 Montrez que si la suite (s, )nen converge, alors (0,)nen converge aussi vers une limite
a préciser.
Q2 1. La réciproque est-elle vraie ?

2. On suppose que la suite (s, )nen est & valeurs réelles et croissante, et que (0, )nen
converge vers l. Que peut-on dire de (s,)nen?

Q3 On suppose dans cette question que (nc.), 7z est bornée : |nc,| < M pour tout
n € Z. Pour k, N € N*, on définit

1
TNk = E(SN + -+ SNpk—1)-

1. Calculez

N

N
ONk — (1 + Z) ON+k-1+ T ON-1

Etablir que si une suite (kny)nen tend vers Vinfini, avec N/ky tendant vers une
limite finie [, alors

lim oy =s== lim ong, =5

N—+oo N—o+too
2. Calculez N |n]
—|n
ONk— SN — Z (1+—IC——> Cn.-
N<|n|<N+k
Prouvez
Mk

lo Nk - syl < N



3. On suppose que (0n)yen converge vers une limite [. Que peut-on dire de
?

(SN)N EN ¢
Séries de Fourier
Dans cette section, ¢, : T — cn(z) est une fonction, de la forme c,(z) = a,e™, avec
a, € C. La série Y ¢, est donc une série trigonométrique, a laquelle on associe comme
ci-dessus sa somme partielle sy et sa somme de Césaro on, qui sont des éléments de E.
Lorsque f € E, on lui associe ses coefficients de Fourier f(n) :

f = 5 [ swemay

Si ¢, est la série de Fourier de f, ¢’est-a-dire si a, = f(n), alors on note Syf = sy et
TNf = ON.

Q4 Si Y a,e™ est une série trigonométrique, exprimer en fonction des a, les nombres
b, tels que

N
on(z) = Z be'™=.
n=—N

Q5 Soit F une partie non vide de Z et soit f € F. On suppose que
— pour tout n € F, on a f(n) =1,
- Mi(f) <1

Déterminez N,(f) et prouvez que, pour tout n € F, z + f(z)e ™ est & valeurs
réelles positives. En déduire que F n’a qu’un seul élement et déterminez f.

Q6 1. Soit r, N € N. On note

N N+r A
u(z) = E e, v(z)= Z e,
n=-N n=—N-r

Etablir une majoration de Ny(g), pour g(z) = ﬁu(x)v(w)

2. Etant donné un nombre réel € > 0 et une partie finie F' de Z, construire une
fonction f € F telle que

(a) pour tout n € Z, on a f(n) €lo, 1},

(b) pour tout n € F, on a f(n) =1,

(c) Mi(f) < 1+e
Q7 Montrez que, pour tout f € F/, on a

1 ¥
Sxf(a) = 5 [ 1)Dula = v)dy,
pour

_sin (N + Nz
N sin £ ’
On appelle Dy le noyau de Dirichlet (d’ordre N).

DN(:L')
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Q8 De méme, montrez que, pour tout f € E, on a

TNf / f FN :It - )dy,

. (N+Dz\ 2
Fule) = —— | T2
N+1 sin §

On appelle Fy le noyau de Fejer (d’ordre N).
Q9 1. Calculez, pour f € E,

Sui(@) - 5= [ 1o~ ) Dntu)dy

pour

Tuf(@) - 5= [ 1o = 9)Ex(wdy.

2. Calculez les intégrales
1 [" 1 [
— — F. dz.
o DN (.’L‘)dl‘, o . N(iL‘) T

3. Etant donné un nombre réel n €]0, 7[, déterminez
. -
Jim ( /_ ) Fn(y)dy + /n sz(y)dy)-
Q10 Soit f € F.

1. On suppose que f est continue en un point zo. Montrez que

Nl—i*I—IFloo TNf(xO)

existe et déterminez la limite.

2. On suppose que f est en fait continue en tout point. Montrez que f est uni-
formément continue, puis que Tn f converge uniformément sur R.

Q11 Soit f € E. Montrez que
lim NM(f—Tnf)=0.

N—+o0
Indication : commencer par le cas ou f est continue.

12 Soit 3 a,e™ une série trigonométrique.
q

1. Calculez
In| 1/" »
1- . ny gy
¢ ( N11) 2n ) vl

pour tout n, N tels que |n| < N.

2. On suppose que
lim N;(on) =0.

N—o+00
Montrez que a,, = 0 pour tout n appartenant a ZZ.



Fonctions de type positif
Pour f,g € E, on définit une fonction f xg: R — C par

(f * 9)a /fw— (v)dy

Q13 Montrez que [ * g est 2m-périodique et que fx g =g * f.
On admet que f x g € E. De méme, la fonction h : R — C définie par

— 5 | e~

appartient a E et on admet que les nombres

= [(rowi@e o o [ s

coincident. On note If(g), ou encore

oz [ [ fle = vatw)i@iasdy
leur valeur commune.

On désigne alors par P ’ensemble des f appartenant a F telles que, pour toute fonction
u : R — C continue et 27-périodique, I;(u) est réel positif. Les éléments de P sont les
fonctions de type positif.

On appelle enfin polynome trigonométrique toute fonction v : R — € de la forme

V() = a_me ™ + - + 0,

Les nombres complexes a_,y,, ... , a,, sont les coefficients de v. On rappelle le théoréme de
Stone-Weierstrass, sous la forme suivante : pour toute fonction v : R — C continue et 27-
périodique, il existe une suite (v,,)men, ou chaque v, est un polynoéme trigonométrique,
et telle que Noo(vy, — v) — 0 quand m — oo.

Q14 Montrez que tout polynoéme trigonométrique a coefficients réels positifs appartient
aPp.
Q15 Soit f € F.

1. Siu,v: R — Csont continues et 2m-périodiques, montrez que
[17(u) — I ()] < Ni(f)Noo(u — v)(Neo(tt) + Noo(v))-

2. Montrez que f appartient & P si et seulement si I;(v) est réel positif pour tout
polyndme trigonométrique v.

Q16 Soit f € E.
1. Montrez que f € P si et seulement si f (n) est réel positif pour tout n dans 7.

2. Soit f € P, et z un point ou f est continue. Exprimez f(—z) en fonction de

fz).

Tournez la page S.V.P.



-

3. Soient f€ Pet Ne N. A-t-on Syfe PetTnf e P?
Q17 Soit f,g € E.

1. Exprimez m(n) en fonction de f(n) et j(n).

2. En déduire que, si f* désigne la fonction & — f*(z) = f(~z), alors f* f* € P.
Q18 Soit f € P.

1. La suite (T f(0))nen est-elle bornée 7

2. Exprimant T f(0) au moyen des coefficients de Fourier de f, en déduire que
la série & termes réels positifs D77 f(n) converge (c’est-a-dire que les séries

S z0 f(n) et 55,2 f(n) convergent)

3. En déduire que f est continue et exprimer, pour tout nombre réel z,

Y fme™

n=-—00

en fonction de f(z). En particulier, montrez que f(0) est réel et |f(z)| < f(0).

4. En déduire une démonstration de la formule de Parseval pour ¢ € E

*/ l¢(z)Pdz = S |6(n)

neZl

Q19 Soit f € P. Montrez que, pour tout ensemble fini (z;);=1,.. p de nombres réels, et
pour tous les nombres complexes (2;)j=1,.. p, I’expression

ZZf '—xk zkzj

=1 k=1

est un nombre réel positif. Indication : on pourra d’abord vérifier que T'n f satisfait
cette propriété.
Q20 Soit f € P.
1. Soit a € R, a # 0. Montrez que la fonction g : R — C, définie par

v g(z) = 5 (2f(2) — f(&+a) = (& - a)

appartient a P.

2. On suppose qu’il existe une suite de nombres réels (am)men, avec a,, > 0,
tendant vers zéro, telle que

A= sup —(2f(0) ~ flam) = f(=am)) < +o0.
meN Oy
(a) Déterminez le signe de
> n*f(n)— X
neZ,
(b) En déduire que f est de classe C%.

3. Donnez un exemple de fonction de type positif qui n’est pas de classe C?.



