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Question | a) | b) | ¢) | d) | e) Question | a) | b) | ¢) | d) | e)
1 ° 21 o | o
2 ° ° 22 °
3 ° 23 °
4 ) ° 24 o | o
5) ° 25 * °
6 ° 26 °
7 ° 27 °
8 ° 28 ° °
9 ° 29 °
10 ° ° 30 °
11 ° 31 o | o
12 32 °
13 33 °
14 ° 34 ° °
15 ) 35 ° °
16 o | o 36 o | o
17 ° 37 °
18 ° 38 °
19 * 39 ° °
20 ° 40 °

* : ambigu.
Partie 1

Question 1 : a) et ¢) sont faux car Iy € Sy mais 21, = I, + I, € Ss. b) preuve classique.

Question 2 : A% = (tr A)A — (det A)I,.

5
a =2q,+b
Question 3 : Rédaction hideuse! On a par récurrence A" = a,A+0b,I, ou KE ce qui
b L b
n+tl — § an

discrédite les trois premieres. (A, I3) libre donc il y a unicité.

Question 4 : En sommant membre-a-membre dans (x), a,11+bp11 = a, +b, = ag+by = 1; puis on reporte
la relation b, = 1 — a,, dans (x).

1
6’

ce qui donne a,, — & = (—3)""(ay — 9)

Question 5 : D’apres 4.d), (a, — g) est géométrique de raison — 7

avec a; = 1. Enfin, b, =1 — a,.

. , 3 4
Quest10n6:A":anA+bn]2onong%—%[Q:%(3 4) €Ss;.

Question 7 : a) B n’est pas triangulaire supérieure. b) La condition donnée, quoique suffisante et vérifiée
ici, n’est pas nécessaire. d) yp convient.



Question 8 : \; = 2 et By, = R(7,-9,7); Ao = 5 et By, =R(0,0,1); A3 =1 et E\, =R(1,1,1).

. . . _ . N , 701
Question 9 : Plusieurs matrices P font que B = PDP~! mais une seule & 'inverse donnée, P = (—79 0 i) )

Question 10 : B® = PD"P~! d’ou la réponse a) apres calculs, et la limite dans S3 mais pas Sj.
Question 11 : C' est triangulaire supérieure et non diagonalisable. Le polynome fourni n’annule pas C.

Question 12 : J? = <§§i> et J3=J2douVn>2,J"=J%= (géi) ce qui est faux pour n = 1. La

formule du binéme donne c).
Question 15 : A™ appartient & S, par produit mais pas a SF (par exemple avec A = I,.).

Question 16 : On passe a la limite dans les relations

0< aZ(;L) <1 Zagl) =1 et al(';wl) = aEZ)akj - Zaikal(g)’
=1 k=1 k=1

Question 17 : M est inversible (lemme d’Hadamard) mais pas forcément diagonalisable : M = ( 0 ; ) .

Question 18 : C7 = (c;;) € M,_1(R) (donc a) est faux), et est & diagonale strictement dominante, car

E cii| = g Q;j < iy + E @ij = l—ay; = —ci = Cii -
) |Z]| . Y car air>0 ZT ) Y car AeSy " " a;i€[0,1] |“|
jENT'fl JENTfl ]eNr.il
j#i J#i J#

On en déduit que C est inversible, donc rg(B) > r — 1 donc dim Ker(A — 1) < 1 d’ou 'égalité.

Question 19 : A— A, n’est pas inversible, donc n’est pas a diagonale strictement dominante, donc il existe
i € N, tel que ... donc d) est fausse et a) est floue.

Question 20 : On a det(A) < |det(A)| = |A|---|A\] < 1. On parle bien de valeurs propres complexes.

Question 21 : La preuve se fait comme il est dit, en développant det(M) par rapport & la premiere ligne.

Partie I1

1
. ¢) et d) contredits par ¢t — ——.

Question 22 : b) ¢t — g(z,t) est intégrable sur R car |g(x,t)| < T

1+¢2

1 1 T
Question 23 : G, H € C'(R,R); G'(z) = / —ope~ ) gt = —Qxe_mz/ e dt: H'(z) = 2h(:)3)/ h.
0 0 0

Question 24 : On obtient b) avec le changement de variable du a).

e—x2(1+t2)

1412
+00 2 -
On en déduit la valeur de I'intégrale de Gauss ( / e "’ dt) =7
0

Question 25 : 0 < < e~ donc G(:c) < e~ La raison donnée est légerement insuffisante.

Question 26 : a) faux pour t = 0 et f telle que f(0) # 0. b) argument faux car ¢ — 1 est continue et de
module borné sur R mais pas intégrable. c¢) le produit de deux fonctions intégrables sur R ne l’est pas en



général. d) |l(z,t)] = |f(t)| donc t +— I(z,t) est intégrable sur R.

+0o0
Question 27 : b) c’est le théoreme de continuité d’une intégrale a parametre. Vo € R, |F(z)| < / |f|.
Question 28 : a) par IPP on a, pour x # 0,
1 —24m gt t=100 +o00 —2t —2im ot -1 +o0 t )
F([L’) — ¢ . —/ 5 ¢ . dt = S — —227rxtdt
L+t =2irw ], Jow (1+12)° —2imz ImT J oo (1+12)
d’otut le résultat pour = # 0 car 1/i = —i, et pour x = 0 les deux membres de I’énoncé sont nuls. ¢) on en
+o0
déduit que |rxF(z)| < / a t ‘t2) dt =1 d’out I'inégalité du c) mais seulement pour x # 0.
o (14
Question 29 : ¢) théoreme de continuité d’une intégrale a parametre.
+o00 e—2i7rxt
Question 30 : Posons K(z) = / m dt. La fonction F} est C' sur R en vertu de la domination
—00 +

0 , 2
— |t 2 t —2imxt

Ox [ f*(t)e ] 1+ ¢2
d’olt on tire —2im(F — K) = —iw(F + xF") d’ou le résultat du c) sur R* mais pas sur R car F n’est pas
dérivable en 0, vu 'expression obtenue a la question 32. L’expression du ¢) exclut celle du d) car F' # 0.

<

et du théoreme de Leibniz, et F] = —2in(F — K) avec également mxF' = iF}

Question 31 : On a F' — zF' = 2K donc —xF" = 2K’ = 2(—2in)F} = —4n*zF donc F” = 47*F sur R*.

Question 32 : F doit vérifier F(x) = Ae™*™ 4+ Be*™ pour x > 0 et F(x) = Ce ™ + De*™ pour z < 0.
De plus F est continue en 0, de valeur F'(0) = m et F' est de limite nulle en +00 et —oo, ce qui ne laisse
qu’une possibilité,

Vo e R, [F@) —re ] Fi(o) = —irec et K@) = [+ atfal] e
Partie II1
Question 33 @ Upy1 —Up = g —In(1+ 1) =1 — &5 — (2 — 53) + o(;2) = —5=2 +0(52) - Le ¢) est bon

sauf < positifs > qu’on doit remplacer par < négatifs > .

Question 34 : g,(t) = (Int)e *!"! et on dérive un produit.

Question 35 : g; =t — 2L est décroissante sur [e, +oo[ donc sur [n — 1,n + 1] pour n > 4, d’ott le a) par

comparaison avec une mtegrale. Pour le ¢), g, décroit sur [n,n + 1] pour n > 3.

In*(n+1) —In’n
2

Question 36 : ¢) Pourn > 3onar,;; < < r,, donc la suite (r,,) décroit a partir de n = 3.

Question 37 : v/,(z) = g.(n + 1) — g-(n), ce qui est négatif lorsque n > ex < > donc partout sur .J

lorsque n > 3.

lnn

1 n+ D) —ntmr
— = ( i siz>1,
Question 39 : w,(z) = " - donc w,, est continue aussi en x = 1 d’apres

%_[ln(n—i—l)—lnn} six=1,

I'argument donné en b). Pour d), on integre ’encadrement m <+ <& surnyn+ 1]

Question 40 : D’apres ce qui précede, Vo > 1,Vn >3, 0 < w,(z) < ﬁ



