CONCOURS COMMUN 2000
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

ANALYSE

Partie I : Etude de la réciproque de la fonction tanh.

1.- On sait que tanh est dérivable sur R et que, pour tout réel x :

_ sinh’(x)cosh(x) — sinh(x)cosh’(x) cosh?x — sinh?x 1

sinh)/ N B 50
cosh B cosh? (x) B cosh?x  cosh®x '

(tanh)’(x) = (

Donc, tanh est dérivable et strictement croissante sur R. Par suite, tanh établit une bijection de R sur tanh(R). Or,

tanh(R) =] lim tanh(x), lim tanh(x)=]—1,1[=1L

X— —00 X— +o00

Donc

tanh établit une bijection de Rsur I =] —1,1[.

2.- Soit x € R. 5 5
h“x — sinh
tanh’(x) = COSM XTSI X 4 _ tanh2x.

cosh?x
Donc,

Vx € R, tanh’(x) = 1 — tanh®x.

3.- Tout d’abord, si x €] — 1,1[, alors —x €] — 1,1[. Soit donc x €] — 1,1[ puis y = Artanh(x) (ce qui équivaut a
x = tanh(y)). Puisque tanh est impaire, on a :

Artanh(—x) = Artanh(—tanhy) = Artanh(tanh(—y)) = —y = —Artanhx.

Artanh est impaire. I

4.- Puisque tanh est dérivable sur R et que sa dérivée ne s’annule pas sur R, on sait que sa réciproque Artanh (définie
sur ] — 1,1 a valeurs dans R) est dérivable sur | — 1, 1[ et que, pour x €] —1,1[ :

On a montré que :

1 1 1
Artanh’(x) = y = > = 5 -
tanh’(Artanh(x)) 1 —tanh”(Artanh(x)) 1-—x

Donc

3

Artanh est dérivable sur ] —1,1[ et ¥x €] — 1,1[, Artanh’(x) = ——
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5.- 1ére solution. (la solution probablement attendue par 1’énoncé au vu de 'ordonnancement des questions).
Pour x €] —1,1[,on a :

por 1 =)+ 0+x) 1] 1N N1 PN
Artanh(x)—1ixz—2 00019 —2(]X+1+X)—<2(ln(1+x) In(1 x)))

T 1—x\’

Par suite, il existe une constante C € R telle que, pour tout x €] — 1, 1],

1 1
Artanh(x) = = In ( +X) + C.

2 1T—x

Pour x = 0, on obtient Artanh(0) =0+ C et on a montré que :

Vx €] —1,1[, Artanh(x) =

N —
E
A/~
— | —
+ ||
x| x
~_

2éme solution. Soit x €] —1,1[ et y € R.

e?v —1 y  1+x 1 T+x
_ _ _ y S
y—Artanh(x)(:)x_tanh(y)(:)X—ezy_H(:)e —1X(:)y—21n< )
6.- Quand x tend vers 0, on a :

1
WZ‘I‘FXZ‘FX‘L‘FO(X“),

et par intégration, on obtient en tenant compte de Artanh(0) =0 :

Artanh’(x) =

A . NERINE s
rtanh(x) o X+ 3 + = + o(x?).
Partie IT : Etude d’une équation différentielle
. 3 1 . .
7.- Les fonctions x — < et x — W sont continues sur ]0, 1[. Donc les solutions de (E) sur ]0, 1{ sont de la forme

fo + Cfq1 ou fo est une solution particuliére de (E) sur ]0,1[, f1 est une solution particuliére non nulle de (Ey) (équation
homogeéne associée) sur ]0, 1[ et C est une constante réelle.

Soit f une fonction dérivable sur ]0, 1[.

1

f solution de (E) sur 10,1 & Vx € I, xf’(x) + 3f(x)

T1 -2
XZ
& x €0, 1], x3f/(x) + 3x?f(x) = ——
1—x2
2 _
evx ol (/)= FT g ]
1—x2 1 _x2

& 3C e R/ Wx €]0,1], x3f(x) = —x + Artanh(x) + C
Artanh(x) —x + C

& 3dC e R/ x €]0, 1], f(x)

Artanh(x) —x+ C

3 CeR.

Les solutions de (E) sur ]0, 1] sont les fonctions de la forme x —
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Partie III : Etude d’une équation fonctionnelle

8.- Soit C € R et f la fonction qui a tout réel x associe C.

fsolution@C:%{:}C:Oou%z]<:>C:0011C2:1<:>C€{f1,0,1}.

Les constantes solutions sont —1, 0 et 1. I

21(0
9.- Si f est solution, pour x = 0, on obtient f(0) = ﬁ, et, le calcul étant le méme que ci-dessus,

Si f est solution f(0) € {—1,0,1}.

10.- Soient f une solution et x un réel. On a :

3.2l
B 1 N 1) M R O
G Q) G

fx)+1=

)
)
23 L, E)+xG)0 (D))
= (1(3) ) G

Donc, f(x) > —1 et f(x) < 1. On a montré que :

si f est une solution, ¥x € R, —1 < f(x) < 1.
11.- Soit f une fonction solution. D’une part, —f est dérivable en 0. D’autre part, pour x réel donné,

20 2P
T+ (F))2 T+ (=Dfx)?

Si f est solution, — f est encore solution. I

(—)(2x) =

Finalement,

12.- Soit x € R.

e —e *
Ztanhx - ex + e_x = Z(ex _ eiX)(eX + eix) — z(ezx — eizx) e tanh(zx).
1+ tanh?x L. (e 2 (exteX)2 4 (ex—eX)2 2e +e %)
(e" + ex)

tanh étant d’autre part dérivable en O, on a montré que

tanh est solution. '

X
13- lim -2 =0 et, puisque f est dérivable en 0 et donc continue en 0,
n—+oo 2T
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lim £(X2) = Tim f(X) = £(0) = 1.

n— 400 n X—=0

Donc

La suite (un )nen converge et a pour limite 1.

14.- Soitn e N.

Un = F(52) = f2200) = i) ZUn 1
n am’ o177 X0 1 2 :
1+ (f5ng ))? +Un g

Donc,

2
———5— >0 et dong,
T+us

Maintenant, pour n € N donné,
Un >0 U1 >0, U =05 U1 =0 et U <05 U4y <0.
Par une récurrence immédiate, on a donc :
-1 siup <O

vneN, sgn(u,) =sgn(ug) =¢ 0  siup=0
1 siug >0

Siupg >0, VneN, u, >0,siup =0, Vn €N, uy =0etsiug <0, YneN, u, <0.

Soit n € N. 5 5
Zun+] un+]+]72 un_'_]*]
Un+1 — Un = Un41 T :Un+1172 = n+1]72
UL Ui + UL
uZ ;-1
Puisque, d’aprés 10.-, % <0, Un+1 — Uy est du signe contraire au signe de u,4+1. D’ott les résultats :
n+1

e si up > 0, la suite (un Jnen est décroissante,
e si up =0, la suite (un Jnen est constante,
e si ug < 0, la suite (un )nenest croissante.

15.- e Siup < 0, d’aprés 14.-, la suite (un )nen est négative et ne peut donc pas tendre vers 1 ce qui contredit le résultat
établi en 13.-

e Siug =0, d’aprés 14.-, la suite (un Jnen est constante et ne peut donc pas tendre vers 1 ce qui contredit le résultat
établi en 13.-

e Siup >0, la suite (un)nen est décroissante. Par suite, pour tout naturel n, u, < up = f(xo). Or, f(xo) < 1 d’aprés

10.-, et f(xo) # f(0) = 1 par hypothése. Donc, pour tout naturel n, u, < ug < 1 et en particulier, 1151_1 u, <up<1I,ce
n— -+oo

qui contredit le résultat de 13.-
Finalement, sous ’hypothése f(0) = 1, il était absurde de supposer 'existence d’un x¢ tel que f(xo) # f(0). Donc

si f(0) =0, la fonction f est constante sur R.

16.- Si f(0) = —1, —f est une solution (d’aprés 11.-) telle que (—f)(0) = 1. D’aprés la question précédente, —f est
constante sur R. Il en est de méme de f.

17.- En résumé, si f est une solution, f(0) € {—1,0,1}. Mais, si f(0) € {—1,1}, f est constante sur R. Donc, si f est une
solution non constante sur R (il en existe d’aprés 12.-), nécessairement f(0) = 0.
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18.- Supposons qu’il existe xo € R* tel que f(xo) = 1. On considére de nouveau la suite (i, )nen définie en 13.-. On a
déja up = 1. Soit alors n € N.

=l=w U +1=0= (Uny1 — 12 =0=Upyr = 1.

On a montré par récurrence que : ¥n € N, u,, = 1. Par suite, lim u, =1, ce qui contredit lim w, = f(0) # 1. Il est
n— 400 n— 400

donc absurde de supposer 'existence d’un xg tel que f(xo) = 1 et on a montré que :
Vx € R, f(x) # 1.

De méme, s’il existe un réel xg tel que f(xo) = —1, alors, —f est une solution telle que (—f)(0) =0 et (—f)(xo) = 1 ce qui
est impossible. Donc :
vx € R, f(x) #—1.

En résumé, pour x réel donné, —1 < f(x) <1 et f(x) # —1 et f(x) # 1. Donc :

Sif(0) =0, x e R, -1 < f(x) < 1.

19.- Puisque, pour tout réel x, f(x) €] — 1,1[, g est bien définie sur R.
Soit x € R. Puisque, tanh est solution (d’apres 12.-),
2f(x) 2tanh(g(x))
2 = 2 = = == 2 .
tanh(g(2x)) = f(2x) TF ()~ T (tanh(g(x)))2 tanh(2g(x))

En reprenant 'argument tangente hyperbolique des deux membres, on a montré que :

Vx € R, g(2x) = 2g(x).

20.- f est dérivable en 0 par hypothése et Artanh est dérivable sur R (d’aprés 4.-) et donc en f(0). On en déduit que

g = Artanh o f est dérivable en 0.
g est dérivable en 0. I

21.- On a déja g(0) = Artanh(f(0)) = Artanh(0) = 0. Puisque g est dérivable en 0, on a alors :

X
9(57) —9(0) _
. T om T g(X) —g(0) o
L vn = lim C—S% 0 gm0~ 90
n
22.- Posons g’(0) = a. D’aprés 21.-, lim v, = a.
n— +oo
Montrons alors par récurrence que : Vn € N, v, = vo.
C’est clair pour n = 0.
Soit n > 0. Supposons que v, = Vvo. D’aprés 19.-, on a alors :
X 1 X X
9(2n+1) zg(zﬁ) 9(2—n)
VT'L+] = X = X = X = Vn = Vp.
o+l on+1 om
On a montré par récurrence que :
vneN, vy =vo.
En particulier, vo = lim v, = a, ce qui signifie g(x) = ax. Ainsi, il existe un réel a tel que, pour tout réel x non nul,

n— 400
g(x) = ax. Ceci restant clair pour x = 0, on a montré que :

g est linéaire.

23.- Soit f une solution. D’aprés 9.-, f(0) € {—1,0,1}. D’aprés 17.-, si f(0) € {—1, 1}, f est constante sur R et réciproque-
ment, si f est la constante 1 ou la constante —1, f est solution d’apreés 8.-.

Sinon, f(0) = 0, et d’aprés 22.-, il existe un réel a tel que, pour tout réel x, g(x) = ax ou encore f(x) = tanh(ax).
Réciproquement, une telle fonction est solution d’aprés 12.-. Ainsi :

f solution & (Vx € R, f(x) = —1) ou (Vx € R, f(x) =1) ou (Ja € R/ Vx € R, f(x) = tanh(ax)).
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ALGEBRE

Partie I :

1.- La formule du bindme de NEWTON fournit :

S

-2 (g (e g ()¢

k=1

Ainsi,

B est un polynome de degré 2n — 1, de coeffcient dominant (%2) =1, et de coefficient constant by = (21“) =2n.

2.- Soitze C

Alz) =0& (z+ 12" =1& ke [0,2n— 1]/ z+ 1 = e2ikm/2n
sSIke[0,2n—1]/z=—1+e*/n
SIke[0,2n—1]/z= elkm/2n (gikm/2n _ o—ikm/In)

)

N

k 7T
& Ik e [0,2n — 1H/Z—251n2—€ Ut

k 3 7'[
Les racines de A dans C sont zp = 0 et les nombres z, = 2sin 2—7Tel(z_ ,1<k<2n—1.
n

Maintenant, pour 1 <k <2n—1,

kt KT . kn = . .
et donc 2sin I > 0. L’écriture zy = 2sin 2—61(%+7) est donc la forme trigonométrique de zy, 1 <k <2n—1.

n n
On note que ces nombres dont deux & deux distincts et donc que A et B sont a racines simples.

3.- Soit n € N*. Dans P,, osons 1 =2n — k.

2n—1 211—1 2n—1 It 2n—1 It
H sin ———— H Sin (7'[— Z) = H Sin (Z) .

l=n+1 l=n+1 l=n+1
2n—1
. km :
Donc, P,, = I | sin —. Par suite,
2n
k=n+1
2n—1 —1 2n—1
Qu = [T siny = [Tsingm s« TT snft =72
= bm— ><s1n—>< sin — = Pz.
" 2 n "
k=1 k=1 k=n+1

kmt
Mais, on a déja vu que, pour 1 <k <2n—1, sin n > 0. Donc, P, >0 et

Pn:\/m-

http ://www.maths-france.fr 6 © Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.



2n—1
4.- H zy est le produit des racines de B. Or,

k=1
B=(X—21).(X—=2zon_1) =X — .. +2n.
2n—1 2n—1
On en déduit que (—1)2™1 H zx = 2n et donc que H zx = —2n. Mais d’autre part,
k=1 k=1
2n-1 P ot " (Zn—1)(2n) E+(2T1*1)7T)
H Z = H 2sin Eei(%+%) :22"71Qne 2n 2 2
k=1 k=1
— 2211—1 Qnei(Zn—Uﬂ — _22n—1 Qn

n

— et final
22‘r1——1 —2211—_27613 nalement

Par suite, Qn =

5.- La fraction F est irréductible. La partie entiére de F est nulle. Les poéles de F sont simples. La décomposition en
éléments simples de F s’écrit donc :

F= M
S X—Zk’
avec
N 1T 1 14z elm
T ANz (0 4z T 2n((1 + 22 n
Donc,
2n—1 ikmt/n
LI o —
2n X+ 1—eikn/n
k=0
Partie II :

6.- Soient A € C, puis f = Alg.
f solution & (Ale +Ig)?™ —Ig =0 & (A +1)2" —1)Ie = 0
SAN=0&Tke[0,2n—1]/ A =—1+k/n,

Les homothéties vectorielles qui sont solutions de 1’équation proposée sont les applications de la forme (—14 /™) Tg,
0<k<2n-—1.

7.- La formule du bindme de NEWTON fournit

2n

n
22n: 2n _ — /
(1+1) E <k> S+S7,

k=0
et, puisque 2n > 0,

2n mn
0=(1—-1)7°"= 1‘<< >_ss’.

-1 1;)( (%
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En additionnant et en retranchant membre & membre ces deux égalités, on obtient :

1
S =8 =_22n —_)2n-T
2

8.- Sis est une symétrie de E, s> = I, et donc plus généralement, pour k € N, s?% = I¢ et s?**! = 5. Par suite, puisque
s et I commutent, la formule du binéme de NEWTON fournit

2n
n
(s+Te)" —Te =) < k >sk —Ig =SIg +S's —Ig = (2°™ " — D¢ + 2" 's.
k=0
s est solution de I'équation proposée si et seulement si (22"~1 —1)Ig + 22" s = 0. Composons les deux membres par
s & gauche. On obtient (22"~ 1 —1)s 4+ 22"~ 1Ig = 0. En retranchant ces deux égalités, on obtient s = Ig.
Réciproquement, si s = I¢, (s+Ig)?™ —Ig = (22" 1 —1)Ig. Donc, s est solution si et seulement si 2°™~! =1 ou encore

n= 7 ce qui est exclu.
Aucune symétrie de E n’est solution de I’équation proposée. I
Partie III :
0 1 1
9.- Posons]J=1| 1 0 1 |. Alors,
1 10

G ={al+bJ, (a,b) € C?} = Vect(1,]).

Ainsi, G est un sous-espace vectoriel de M3(C). De plus, la matrice ] n’est pas une matrice scalaire et donc la famille
(I,]) est libre. La famille (I, ]) est également génératrice de G et donc une base de G.

G est un sous-espace vectoriel de M3(C) de dimension 2. Une base de G est (I,]).

Vérifions que G est stable pour le produit matriciel. Tout d’abord,

0 1 1 0 1 1 21 1
=11 01 10 1 |=1 21 |=21+4]7.
110 110 11 2

Mais alors, pour (a,b,a’,b’) € C4,

(al +b])(a’I+b’]) = aa’l+ (ab’ + ba’)] + bb’J? = aa’l + (ab’ + ba’)] + bb’ (21 + J)
= (aa’ +2bb’)I+ (ab’ + ba’ + bb’)] € G,

ce qui démontre le résultat.

G est stable pour le produit matriciel. I

10.- Soit (x,y,z) € C3.

a— (a+2b) b b X 0
xe1 +yez +ze3z € Ker(u— (a+2b)lg) & b a— (a+2b) b y | =10
b b a—(a+2b) z 0
—2x+y+z=0
S x—2y+z=0 (car b #£0)
x+y—2z=0
z=2x—y

S x—2Yy+(2x—y)=0 ©x=y=z
x+y—2(2x—y) =0
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Donc

E; est la droite vectorielle engendrée par e; = ey + ez + e3. I

11.- Soit (x,y,z) € C3.

a—(a—0b) b b X 0
xe; +yey +ze3 € Ker(u— (a—b)lg) & b a—(a—b) b y |=10
b b a—(a—Db) z 0

Sx+y+z=0

E, est le plan vectoriel d’équation x +y +z = 0. eﬁ =e;—ey et eé = e1 — e3 sont deux vecteurs non colinéaires de ce
plan. (e}, e}) est donc une base de E,.

E, est le plan vectoriel de base (e5,e5) ot e; =e; —ez et ef =ej —e3.

1 1 1

12.- La matrice de la famille (e}, e5,e5) danslabaseBest P=| 1 —1 0 |[. Son déterminant vaut 1 —(—1)+1 =
1 0 -1

3 #0. On en déduit que B'= (e, e}, e5) est une base de E.

13.- Par définition de B’, on a immédiatement

=diag(a+2b,a—b,a—b).

—_ ) —
|
—_
o

14.- OnavuqueP=2F = . Maintenant,
0 -1
e 1(e’ +e) +el)
e; =ej+ex+e; er=ey; —eh 1_? ! 2073
e;=e1—e & es=e1—e;} &9 er=x(e] —2es+eb)
e;=er—e3 e; =er +(e1 —ej) +(er —e3) ?
egzg(e{—i—eé—Zeg)
1 1 1 1
Ainsi, P71 = .@g, =3 1T =2 1
1T 1 =2

15.- Les formules de changement de bases fournissent M = PDP~!.

16.-

M solution de (%) & (M +1)?" =g & P(M +1)2"P~ ! = P.Ig.P!
SPM+DP ) =T & (PMP '+ 1) =T & (D+1)*" =g
& D solution de (%)
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17.- D =diag(a +2b,a—b,a—Db). Donc, (D +I1)?™ = diag((a +2b + 1)?™, (a — b+ 1)?™ (a — b 4 1)?™). Par suite,

D solution de (%) & a+ 2b et a — b racines de A et b # 0

a+2b=—1+etkm/n

a—b=-1+elt/n
1

— _(eikmt/m _ Silt/n
&3k, 1) e [0,2n —1]%/ ?(e e et k#1
2
3

(:)H(k,l)e[[o,zn—ﬂ}z/{ etb#0

a= -3 + eikn/n + zeiln/n)

18.- Les Mg p telles que b # 0 solutions de () sont les matrices correspondant aux couples (a,b) précédents.
Quand b =0, M = al est une matrice scalaire ou encore une matrice d’homothétie. Les solutions ont été déterminées
en II. Elles correspondent aux couples ci-dessus dans lesquels on a k = 1.

Les solutions de I’équation (%) dans G sont les matrices de la forme al + bJ ou

a= (=34 e/ 4 26/ ot b = — (/™ — el 1) avec (k, 1) € [0,2n — 1]2.

Wl =
Wl =
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