CONCOURS COMMUN SUP 2004
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filieres)

Proposition de Correction




CORRIGE DU PROBLEME D’ANALYSE

PREMIERE PARTIE

2—X :1+(1—x): 1 N 1
1-x?  @-x* @-x* @=x

1. a(x)=

Donc la fonction A définie par : A(X) = % — In(L— x) est une primitive de a sur |
—X

2. (E) est une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre. Sa solution générale sur | est :
1

—X
y(x) = KeA® = K(f—) ol K désigne un réel quelconque
—X
3. % =1+ X+ X2+ X0 +0(x%) et f(X) = e (L+ X+ X2 + X + 0(x3))eX+* +X"+0()
—X

D’ou , aprés développements et réductions d’usage : f (x) = e(1+ 2x +%X2 +%x3 +0(x%))
DEUXIEME PARTIE

4. Soit, pour tout entier naturel n, I’assertion A(n) : ** 1l existe un polyndme P, tel que :
1
1, . X
fM(x) = Pn(l—)el—X pour tout réel x appartenanta | *’
—X

.) A(0) est vraie avec Pg(X) =X
.) Prouvons que pour tout entier naturel n, A(n) implique A(n+1) :

1 1

1
1 = 1 1 T 1,1
fOx) =P,—)er* = fO(x)=P'(—)(—)el*+P,(—)er*(—)
) =RE) () =R (e )

L1 1 (1 V.5
= (R, (m) +P, (m))(mj et

Posons : Pp+1 (X) = X2(Pp (X) + Py’ (X)) (%)
1

L eis

1-x
5. On applique la formule (*) successivement pourn=0, 1, 2, 3:

Ph+1 estun polyndme tel que : ™ (x) = P,,,(

Po(X) =X  Py(X) =X3+X2  Py(X) = X5+4X4+2X3 et Pg(X) = X7+ 9X6 + 18X5 + 6X4

6. Soit (E): 1-x)’y' = (2—X)y
On dérive n fois les deux membres de () en appliquant la formule de Leibniz :

(@=07y = @- %2y - 20— )ny® +n(n -y

(@=0N® = (2-x)y™ —ny"

Aprés avoir égalisé et utilisé la définition des polynémes Py, , on obtient :
Pn+1(X) = [(2n+1)X + X?] Py (X) = n2 X2 Py (X)



TROISIEME PARTIE
7. Le résultat de la question 6 donne directement : ap+q = 2(n+1)ap — N2 ap.q1 car an = f(N (0) = e.Py(1)

8.
a) Ces nombres sont donnés par les coefficients du développement limité de f(x) (question 3)

ap=e a;=2e ay=7e ag = 34e et ay=20%

343

b) D’apres la formule de Taylor-Young : f(x) =e(1+2x+ ; X+ — 5 2_(1:9)(4 +0(x*)

9. On peut appliquer I’inégalité de Taylor- Lagrange a I’ordre p a la fonction exponentielle sur I’intervalle
[0, 1]:

Pl e
e—> —|<

;‘i' (p+1)!
10.
a) S,(0)=u,

P (i +1)! i+1_ P1 1 &1

et S,(1) = + _—+ )y —= 4+ —=u +u

o Z il)?2 Z; it Al ,Z;u (i - 1)I i;‘i! ;i! il
b) les SU|tesp—>Sp(0) et p—)Sp(l) convergent respectivement vers e et 2e
11.
S,(N+1)—(2n+2)S,(n)+n’S, (n-1) = Z— (™

i=0 ( ')
avec: X; =(n+1+1)-(2n+2)(n+ DN (n—1+i)!= (n+i -DI[-(n+i)+i?] = — (n+i)(n+i—-1)i?
Donc le premier membre de (*) peut s’écrire :

P (n+i)!+zp:(n+i—1)!

Ty & ey Sl

12. On démontre ce résultat par récurrence double sur n :
Nous savons que les suites p — Sp(O) et p— Sp(l) convergent

D’apreés la formule precédente, si les suites p — Sp(n-l) et p—o Sp(n) convergent ,alors la suite
p— Sp(n+1) converge également.

13. Si, pour tout n, on désigne par by, la limite de la suite p — Sp(n), le méme raisonnement par récurrence
prouve que bp = ap



CORRIGE DU PROBLEME D’ALGEBRE ET GEOMETRIE
PREMIERE PARTIE

- - - - - -

- - - -
1. f(u)=uetsit =xi+yj+zk alorsf(t)=yi+zj+xk
Si ?appartientau plan d’équation X +y + z = 0, il en est de méme de f(?)

2.

- >

- - -
a) Q estI’ensemble des vecteurs orthogonaux au vecteur u ; v en fait partie car u.v =0et w également

- - - -
par définition. De plus v etw ne sont pas colinéaires donc (v ,w) est une base de Q.

b) (u,v, w) estune base orthogonale directe de E mais pas normée car |v|/= W‘ = g
c) Précisons d’abord : w = £( j- k)
V3o V3o 1~ ar

1~
Alorsf(v)=——=v——wet f(W=——v—=—w d’ou 6= 2
() i 5 () 5 > Y [27]

. . " - = . 4
d) La restriction de fa Q ( orienté par la base (v, w)) est la rotation d’angle ?ﬁ

DEUXIEME PARTIE

3.
1 1 1
X=| j| et Xz=|j?| donc P=|1
+2

1

] |

j2
2

i°]

1 1
a) X, = J

e

b) En utilisant le faitque : j2=j , j®=1 et 1+ j+j?=0 onobtient: P.P=3l ce qui prouve que P

est inversible et que : P = §P

4,
]

a) X, =X, WX, =|j%|=jX, deméme JX;= j’X,
1

o O

a) D'ou:JP=|X, jX, j°X,]=P donc A

o O -
O - O
I
o O
O - O

N
N

(S
N

5.
a) Les matrices qui commutent avec J sont les matrices invariantes par permutations circulaires sur les lignes

a b c
et les colonnes. On obtient rapidement les matrices M de laformeM=|c a b
b ¢ a



0 01
Or:J2={1 0 0| .Donc M s’écrit: M =al +bJ+cJ2 . Ainsi C(J) = Vect (1,J,12)
010

b) On vérifie que (1, J, J2) est une famille libre donc est une base de C(J) qui est par conséquent de
dimension 3.

6.
a) D(a, b, c) =P-1(@al +bl+cl2)P=al +b(P-1IP) + ¢(P-1J2P) = al + bA + cAZ.
a+b+c 0 0
= 0 a+bj +cj? 0
0 0 a+hj? +cj

b) En appliquant la régle de Sarrus, par exemple, on obtient : dét( M(a, b, ¢ )) = a3 + b3 + ¢3 — 3abc.
D’autre part : dét( D(a, b, c)) = (a + b + ¢) (a + bj + ¢j2) (a + bj2 + cj)
c) Ordét(D(a, b, c)) = dét (P-1) dét( M(a, b, ¢ ))dét(P) = dét( M(a, b, ¢ ))

d) M(a, b, c) est singuliere si seulement si :
Ja+b+c=0 cequisignifie que O est le centre de gravité de (T)

ou .)a+bj+cj2=0cequiéquivauta: a_g = j donc que (T) est équilatéral

ou .)a+bj2+cj=0 cequiconduita la méme conclusion.

TROISIEME PARTIE
0 A 1-1

7. Les données se traduisent par I’égalité matricielle : Y,,;, =|1-4 0 A Y,
A 1-4 0

Soit : Yp+1=M(O, A, 1-1)Yp,.

Donc : Zp+1 = P~IM(0, 1, 1-A)PZy = D(0, A, 1-1) Zj,

1 0 0
8.(D(0, A, 1-\)N= |0 (Aj+@1-A)j>)" 0
0 0 (A2 +@1-2)j)"

9.
a) La suite (upy ) définie pour tout entier n par up = (Aj + (1-1)j2)N  converge seulement dans les deux cas :
) (A + (1-1)j2 =1 ce qui est impossible ici car A est réel
)| (Aj + (1-1)j2 | < 1. Cette inégalité est équivalente a A(: -1) <0 soit A € ]0, 1]
c) Les suites (ap), (bp), (cp) sont des combinaisons linéaires des suites (up, ) et de sa conjuguée donc elles
convergent.

10.
a) an+1t bp+rt Cpey = ant bptcp
b) Désignons par X, Y, z les limites respectives des suites (ap) , (bp) et (cp)

X=Ay+@1-A1)z
Nous avons alors les égalités : y = (1—-A)x+ Az

Z=Ay+(@1-A)y
La résolution de ce systeme conduitax =y =z
c) D’autre part, d’apres la questiona) : x+y+z=a+b+c

a+b+c

3
Autrement dit les sommets des triangles (T;) convergent vers le centre de gravité du triangle (T)

Onenconclutque: x=y=2z=
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