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Mines Sup 2008 - Epreuve commune Maths - Un Corrigé

| PREMIER PROBLEME|

PARTIE A - Etude de ¢4

Dans toute cette partie, on étudie 'application :

oy ! Ri[X] — Ry[X]
YOP e (X —a)(X -b)P — (X —att)p

Commencons par démontrer que 7 est bien & valeurs dans R;[X]. Considérons pour cela un polynoéme
P =a+ X € Ry[X]. On peut écrire :

a+b

v1(P) (X —a)(X =-b)p-— (X - ) (a+pX)

a+b

ﬂXz(a+b)6X+abﬁﬂX2<aaT+bﬂ)X+ o

a+b
o —

a+b
2 2

o

- (a+b)ﬂX+abﬂ< 5)X+

On constate donc que ¢;(P) € Ry[X]. Par ailleurs, si (A, ) € R? et (P,Q) € (Rl[X])2, alors :

P 4Q) = (X—a)(X -0 (WP +uQ) — (X - “T2y P 1 1)
= a0 (W Q) (X - TN 0P 1)
- A[<X—a><X—b>P'—(X—“b)P]+u(X—a><X—b>Q’—(X—“;’))Q

= Ap1(P) + pp1(Q)

L’application ¢ est donc linéaire et on peut conclure :

‘ 1 est un endomorphisme de Rq[X]. ‘

On trouve :

a-+b a-+b
() =220 - x or(X) =ab—

On déduit donc immédiatemment :

X

atb  gp
M, = Matg, (¢1) = {21 a_+b}
2

L’application ¢ sera bijective si et seulement si la matrice M; est inversible, ce qui est encore équivalent a

det(My) #0. Or :

2w
a+b

-1 -3

2 4+ 2ab + b? —b)?
:7w+ab:7(a )

det(Ml) = 1 1

En conclusion :

‘ 1 est bijective si et seulement si a # b‘

Montrons que la famille {X — a, X — b} est une famille libre. Considérons pour cela (a, 3) € R? tel que
a(X —a)+ (X —b) =0. On déduit (o + 5)X — (aar + bB) = 0, ce qui implique :

atf=0 = f=-a = p=0 car a # b
ac+ b8 =0 ac —ba =0 a=0
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La famille {X — a, X — b} est donc libre. En tant que famille libre constituée de deux éléments dans R;[X] qui
est de dimension 2, on déduit :

‘La famille {X — a, X — b} est une base de Ry[X]. ‘

On trouve :

a+b a—>
p(X —a)=(X—a)(X —b) - (X - ) (X —a) = “ (X —a)
a+b b—a
PrX —b) = (X —a)(X =b) = (X = =) (X —b) = (X —b)
ce qui permet d’écrire :
a—b
== 0
M = Matg(p1) = { (2) ba:|
2
Des égalités
= (X —a)~ (X D) X =2 (X—a) 2 (X 1)
b—a “ —a b—a “ —a
On déduit facilement :
1 b
T T-a “a —b
Pgp, = L P&,B—[l 1}
b—a b—a

L’égalité attendue est :

M1 = PBl,B X M x PB,Bl

La matrice M étant diagonale, on trouve facilement :

VpeN MP:(a_b)p[l 0 ]

2p

Or, d’apres la question 4.(d), on peut écrire :
, P
M{) = (PBl,B x M x PB,Bl) = PBl,B x MP x PB,Bl

On obtient donc, apres calculs :

(a—bP"'(a—(=1)?b) (a—0b)""" (ab— ab(—1)?)

2p 2p
M{):IQ Vp e N, MY =
(a=bP (14 (1) @=bP (bt a(-1))
2P op

On constate que I' est 'ensemble des combinaisons linéaires des quatre matrices Iy, My, M? et M;.
Autrement dit, on a :

r= Vect(IQ,Ml,Mf,Mf)

11 est alors clair que I' est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

On trouve, soit directement, soit d’apres la question 4.(e) :

9 (a—b)%(a+b) ab(a—b)?
(a=b)" 0 . B 1
Mi=|TT D M =
0 Y C(a=b)>  (atb)(a—b)?
1 8
ce qui peut encore s’écrire :
—b)? - —b)?
Mff(a4>12 Mf:(a4)M1
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D’apres la question 5.(a), on peut écrire I' = Vect (Ig, My, M%, Mf’) Or, la matrice M? est un multiple
de I5 et la matrice ]\413 est un multiple de M;. On déduit donc I" = Vect (Ig, M1>. La famille {I5, M7} est donc

une famille génératrice de I'. Or, cette famille n’est pas liée car la matrice M7 n’est pas un multiple de I5. Cette
famille est donc libre et on peut conclure que c’est une base de I' :

‘La famille {I2, M1} est une base de T. ‘

2
@ Puisque % = 1, on peut dire d’apres la question 5.(b) que M? = I. On peut donc en déduire que
(1 091 =idg, donc :

‘L’application 1 est une symétrie. ‘

Soit P = a + X € Ry [X]. On trouve :

_ al o 3a+8F=a o
pi(P)=P <— Ml[ﬁ][ﬁ} — {—a—3ﬁ:ﬁ — a=-4p
_ al |-« 3a+88 = -« _
p1(P)=—-P <<= M [5}_[5] = {a366 = a=-20

Ainsi, Pensemble des éléments invariants par ¢y est {—48 + 58X, § € R}, c’est & dire Vect (X — 4). Par ailleurs,
lensemble des éléments changés en leur opposé par @1 est {—20 4+ X, 8 € R}, c’est & dire Vect (X — 2). En
conclusion :

1 est la symétrie par rapport a Vect (X — 4) suivant la direction Vect (X — 2).

PARTIE B - Quelques généralités sur ¢,

Considérons deux polynomes Py et P, de R,[X], et (a, 3) € R2. On trouve :

pn(aPi + BP) = (X—a)(x—b)(ap1+gp2)’_n(X_aTH))(aP1+ﬁP2)
_ (X_a)(x—b)(apl’+gp2’)_n(X_aT“’)(aP1+5P2)
_ a(X_a>(X_b)P{+ﬁ(X_a)(X—b)P2’—na(X_aT+b)Pl_nﬁ(X_a+b)P2
= a (X—a)(X—b)P{—n(X—a;b)pl]+5{(X_a)(x_b)P2/_n(X_a—2|—b)P2

= O“Pn(Pl) + 69071(P2)

L’application ¢,, est donc linéaire. Montrer que c’est un endomorphisme de R,,[X] revient alors & démontrer
que ¢, (R,[X]) C R, [X]. Considérons pour cela P € R,,[X] et démontrons que ¢, (P) € R,[X]. En écrivant

P=aX"+Q on Q€eR, [X]

on obtient :
ou(P) = (X—a)X ~ 0P —n(x - )P
2 n—1 ! a+b n
= (X = (a+b)X +ab)[naX"" + Q] = n(X = ——=)[aX" + Q]
= (naX”'|r1 —nla+b)aX" + abnaX™ '+ X2Q — (a+b)XQ + ale>
7<naX"+1+nXanaaT+bX”fna;er)

Les deux termes soulignés s’éliminent, et puisque Q € R,,_1[X] et Q e R,,_2[X], les autres termes ont un degré
inférieur ou égal a n. Ainsi, deg(gon(P)) < n. L’application ¢,, est donc un endomorphisme de R, [X].

La fonction f est le quotient de deux fonctions polynémiales, donc, continues sur R. Le dénominateur se
factorise sous la forme (x — a)(z — b), et s’annule donc en a et b. Lorsque = > a et & > b, c’est-a-dire, lorsque
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r € I, ce dénominateur se n’annule pas. En conclusion, la fonction proposée est continue sur I en tant que
quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur I.

On constate que la dérivée de la fonction z — 2% — (a+b)z+ab n’est autre que la fonction z — 2z — (a+b).
On déduit donc immédiatement :

2 — (a+b) 9
dz =1 - b b
/:UQ—(a—l—b)ac—i—abx n‘:c (a+b)x +ab| + C

Si on travaille sur I'intervalle I, la fonction entre valeurs absolues est strictement positive, donc, la valeur absolue
est superflue. Ainsi, une primitive convenable sur I est la fonction F' : z + In (x2 —(a+b)z+ ab).

L’équation proposée est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1. Travaillons sur I'intervalle
I. On trouve :

nz — natl o 2z — (a+b) on B 2 2
/md:c§/x2_(a+b)x+abd:cEln((:ca)(xb))ln[(:ca) (x —b) }

D’apres le cours, les fonctions solutions de (F) sont donc les fonctions de la forme :

xHAeXp(ln[(x—a)%(x—b)%D:)\(ac—a)%(ac—b)% ,  AeR

Soit P € R,[X]. On a les équivalences :

P eKer(pn) <= ¢n(P)=0
s

(X —a)(X —b)P —n(X — “;b)P:O
— Vz €la, 400, (z —a)(z —b)P (z) — n(z— aer)P(ac) =0

(la condition suffisante étant dii au fait qu'un polynéme ayant une infinité de racines est nul)
La fonction x +— P(x) est solution de (E) sur |a, +00]

3N €R, Vz €]a, +oof, P(z) = Mz —a)? (z —b)2

X e R, Vz €], +oo[, P(x) = Mz — a)P(z — b)P

INeER, P=XNX—a)’ (X —b)?

1ot

On déduit donc immédiatement :

Ker(pa,) = Vect (X — )’ (X — b))

Par le méme raisonnement que dans la question précédente, on trouve :
P e Ker(popr1) <= INeR,Vz€la,+oo[, P(z) = Az — a)?(z —b)Py/(x — a)(x — b)

On peut alors distinguer deux cas :
> Sia=>b: un polynéme P appartient & Ker(yapi1) si et seulement si :

INER, Va €], +oo[, P(x) = Mz — a)??

Cela revient & dire que P est un multiple de (X — a)?P*1.
> Sia # b : les éléments de Ker(gong) étant nécessairement des polynomes, il est alors nécessaire et suffisant
que A = 0, c’est-a-dire que P = 0.

En conclusion :
{0} sia#b
K =
er(cpng) {Vect((X — a)2P+1) sia=1b

|PARTIE C - Intersections de courbes dans le cas out n = 2|

Dans toute cette partie, on étudie I'application :

- Ro[X] — Ry[X]
25 P (X —a)?P —2(X —a)P
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@ On trouve, apres calculs :

[02(1) = 20 — 2] | 02() = a* - X7 | 02(X?) = ~20X (X —a)|

Soit M (z,y) un point du plan. On a :

=2aq—2 =2a — 2
MeCinC, <= {y aT = {y @

y = 2a’x — 2ax? 2az% — (2 + 2a*)z +2a =0

L’équation du second degré qui apparait admet pour discriminant A = 4(a? — 1)2. On trouve VA = 2Ja® — 1],
soit encore VA = 2(a?—1) car a > 1. Les deux racines de I'’équation concernée sont z = a et x = é Finalement :

crne, = {(a,O), (%,m— %)}

Si M(z,y) est 'un des points B,, alors, y = % — 2z, ce qui peut encore s’écrire : ‘ 20 +axy—2=0 ‘

L’équation définissant ’ensemble (E) est donnée par une équation algébrique de degré 2. L’ensemble
(E) est donc une conique. Puisque son discriminant est strictement positif (il vaut 1), nous avons affaire & une
hyperbole ou a I'union de deux droites sécantes. Puisque (E) est donnée par une équation de la forme y = h(x),
on peut exclure la seconde possibilité. Il s’agit donc d’une hyperbole.

Désignons par h : z — 2 — 2z la fonction associée & 'hyperbole (E). La fonction h est dérivable sur R*

et on trouve k' (z) = fx% — 2 < 0. Par ailleurs, C;, admet la droite (Oy) pour asymptote verticale en 0 et la
droite d’équation y = —2x pour asymptote oblique en —oo et +00. On obtient donc le tracé suivant :

Remarque : Il y a une inclusion stricte entre ’ensemble des points B, (chacun de ces points ayant une abscisse
comprise strictement entre 0 et 1 vu que a > 1) et Pensemble E qui est ’hyperbole toute entiere.
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ISECOND PROBLEME|

|PARTIE A - Etude de deux fonctions|

Les fonctions I’ et G sont continues sur R’} en tant que quotients de fonctions continues sur R* dont le
dénominateur ne s’annule pas.

Les deux calculs

lim sin(z) = lim sin(z) — sin(0) = sin/(O) =cos(0) =1
z—0 z—0 z—0
1-— — /
lim 1= cos(w) = —lim cos(z)  cos(0) = —cos (0) =sin(0) =0
z—0 xT z—0 x—0

montrent que les fonctions F' et G admettent des limites finies en 0. On peut donc prolonger F' et G par conti-
nuité en 0 en posant F(0) =1 et G(0) = 0.

Les fonctions F' et G sont dérivables sur R’} en tant que quotients de fonctions dérivables sur R’} dont le
dénominateur ne s’annule pas. On trouve, grace a la formule de dérivation d'un quotient, pour tout x € R :

Flz) = x cos(x) ; sin(z) G (z) = xsin(z) — 1 + cos(x)

T
Lorsque x est proche de 0, on peut écrire :

X o 1'2 X
F(z) = % —1+ofx) G(z) = ; =2 +ol)

Les fonctions F' et G admettent donc un développement limité a ’ordre 1 en 0, ce qui démontre d’apres le cours
qu’elles sont dérivables en 0. Les valeurs F' (0) et G (0) ne sont autres que les coefficients du terme en = dans
les écritures ci-dessus. Autrement dit : ' (0) =0 et G (0) = 1.

Si z > 0, le réel F(x) est nul si et seulement si sin(xz) = 0, ce qui équivaut a dire que z € 7N*. On peut
donc poser, pour k € N* : . Tous les termes ay, (k € N*) sont bien strictement positifs et la suite (ay)

est clairement strictement croissante.

Siz > 0, le réel G(z) est nul si et seulement si 1 —cos(x) = 0, ce qui équivaut a dire que z € 2rN*. On peut
donc poser, pour k € N* : . La suite (by) est strictement croissante, constituée de réels strictement

positifs, et c’est une sous-suite de la suite (ax) en considérant uniquement les termes de la suite (ay) ayant un
indice pair.

Soit k € N*. La fonction F' est continue sur R donc sur [ag, ag+1], est dérivable sur R donc sur Jag, ag+1],
et on a F(ax) = F(ak+1) = 0. On peut donc déduire du théoreme de Rolle qu’il existe un réel zy €]ag, ax+1]
tel que F' (zy) = 0.

Pour tout z € R* , on peut écrire F' (x) = hiif) , de sorte que F’ est de méme signe que la fonction A sur RY .

Soit k € N*. La fonction h est dérivable sur R, donc, sur [ag, axy1], et on trouve ' (z) = —zsin(z). Le réel
R’ (x) est donc du signe de —sin(z) sur [ax, axs1] = [k, (k + 1)7]. On trouve donc :

Iy () <0 sik est pair
V S ) ) !
T €lak, apt1| {h (x) >0 sik est impair

La fonction h est donc strictement monotone sur [ak, agt1].

La fonction h est continue et strictement monotone sur [ag, ax+1], donc, réalise une bijection de [ak, ax+1]

sur h([ak, akt1]). Or, h(ak)h(ags1) = —k(k+1)m% < 0, donc, h s’annule une unique fois sur Jay, ap41[. Il en est

~ . / . . , ’
donc de méme de la fonction F' : z — hg). Il existe donc un unique réel x annulant F' sur Jak, agt1]
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On constate que h(ag)h (ak + %) = —km <0, donc, le réel x, appartient bien a I'intervalle Jax, ar + F[.

Ona lim ap = lim kw =400 et xy > ai, donc, par comparaison, on déduit : | lim =z = 400|
k—-+o00 k— o0 k—-+o00

De 'encadrement ay < zj, < aj + 7, on déduit, pour tout k € N* :

Tk s
1< —<1+—
(075 2ak

Puisque lim ax = +00, on déduit alors du théoréeme d’encadrement que lim %: =1, soit encore: |z ~ kmw|
k

— 400 k—+o00 +00

Voici allure de la courbe Cr lorsque z € [0, 47].

() ;? \\\::=-=ST///,

PARTIE B - Deux fonctions définies par des intégrales

@ Les fonctions f et g sont continues sur [0, 1], donc, les fonctions ¢ — f(¢) cos(at) et t — f(t)sin(zt) sont
continues sur [0, 1]. Les deux intégrales I;(z) et Jy(x) sont donc définies.

La fonction cos étant paire, on peut écrire
1 1
If(—z) = f(t) cos(—xt)dt = f(t) cos(xt)dt = If(x)
0 0

ce qui démontre que Iy est paire. Par le méme raisonnement, en utilisant le fait que la fonction sin est impaire,
on démontre que Jy est impaire.
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Commengons par remarquer que pour tout € R, on peut écrire :
1 1 _
If(z) +idp(z) = [ f(t)(cos(at) + isin(xt))dt = / f(t)e™tdt
0

0

Nous allons effectuer une intégration par parties dans la derniere intégrale en dérivant la fonction f qui est de
classe C'. On obtient, pour > 0 :

If(:c)+uf(x)={ ”T /f mdt f()”_ /f Jeint gy

La fonction f appartient a E, donc, elle est de classe C! sur [0, 1]. En particulier, les fonctions f et f/
sont continues sur le segment [0, 1], donc, y sont bornées. On pose donc :

M = sup |f(x)] M = sup }f ‘
z€[0,1] z€[0,1]

D’apres la question précédente, on peut écrire pour tout x € R :

. M| IO L g
I S A2 i AR B i
@ i) < [FOZ 4 [ZO L [ gemar
1 0 1 [,
RTINS P
x x x Jo
1
< M M L g
x x oz fy
< 2M + M
X

On obtient donc le résultat attendu en posant A = 2M + M’.

Puisque lir_ilrl % = 0, le résultat de la question précédente permet d’obtenir par encadrement lir_irrl |I #(z)+
T—1T00 T—1T00
iJf (x)‘ = 0. Il en résulte donc que lir_irrl (If(ac) +iJy (x)) = 0. Les parties réelle et imaginaire de ce dernier
T—1T00

nombre complexe tendent donc aussi vers 0, c’est-a-dire :

lim If(z)=0 lim Jy(z)=0

T— 00 xT— 400

Les fonctions Iy et J; sont respectivement paire et impaire d’apres la question B.7, donc :

lim I¢(z)=0 lim Jy(z)=0

T——00 rT——00

-cos ) — cos(q) = —2sin (2£2) sin (254).

La fonction sinus possede une dérivée majorée, en valeur absolue, par 1. L’inégalité des accroissements
finis permet alors d’affirmer que la fonction sinus est 1-lipschitzienne sur R :

Y(z,y) € R?, |sin(x) — sin(y)| < |z — y|
En particulier, en prenant y = 0, on obtient le résultat souhaité.

Soient x et y deux réels. On trouve :

Ip(z) — If(y) = /0 f () cos(at)dt — /0 f(t) cos(yt)dt = /0 f(t)[ cos(xt) — cos(yt)]dt

= 2/01 f(t)sin(x

La majoration obtenue dans la question 9.b et I'inégalité |sin(u)| < 1 permettent alors d’obtenir :

y 1
e =te =l [ els)an
0

-y

yt) sin <:c t)dt  (d’apres la question 9.(a))

5 () — L5 (9) §2/0 F(#)]
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Posons K = fol t|f(t)| dt. D’apres la question précédente, la fonction Iy est K-lipschitzienne sur R, ce qui
prouve d’apres le cours qu’elle est continue sur R.

Considérons la fonction f définie par : V¢ € [0,1], f(¢t) = 1. Nous allons démontrer que :
Ve e Ry, If(x) = F(z) et Jy(z) = G(x)

ce qui établira bien un lien entre les parties A et B du probleme.

Six =0, on trouve :
1 1
If(O):/ f(t)dt:/ dt =1
0 0

et cette derniere quantité n’est autre que F'(0) d’apres la question 1.(b). Soit maintenant « > 0. on obtient :

- = F(x)

sin(act)} ' sin(z) — sin(0)
0 T

Iy(z) = /Olcos(xt)dt = {

X

On peut donc conclure :

\v:c >0, If(z) = F(:c)‘

Six =0, on trouve :
1
Jr(0) :/ 0dt =0
0

et cette derniére quantité n’est autre que G(0) d’apres la question 1.(b). Soit maintenant 2 > 0. on obtient :

- = G()

- cos(xt)] b cos(0) — cos(z)
0 T

Jr(x) = /1 sin(zt)dt = [

0 x

On peut donc conclure :

‘Vx >0, Je(z) = G(:c)‘






