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Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

PROBLEME D’ANALYSE

PARTIE 1

On sait que pour (x,y) € R?, cos(x +y) + cos(x —y) = 2cos(x) cos(y) et que cos € C°(R,R). Donc

1.

En particulier, £ n’est pas vide.

2. Soit (x,y) € R?.

ch(x) ch(y) +sh(x)sh(y) = 411 [(eX+e ™)(eV+e V) +(eX—e )(e¥—e V)]
_ 1 x —x— . 1 x —(x )
Z(Ze Y4 2eY) = 5le Y 4 e Xy
= ch(x +y).

V(x,y) € R?, ch(x +y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y).

Soit (x,y) € R%. On a ch(x +1y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y). Puisque la fonction ch est paire et que la fonction sh est
impaire, on a aussi ch(x —y) = ch(x) ch(y) — sh(x) sh(y). En additionnant ces deux égalités, on obtient

ch(x +y) + ch(x —y) = 2ch(x) ch(y).

Puisque d’autre part ch € C°(R,R), on a montré que

3. Soient f € £ et « € R. Puisque f € CO(R,R), fo € C°(R,R) et de plus, pour tout réel x on a

fa(x +y) +falx —y) =f(a(x +y)) + f (x(x —y)) = flax + ay) + flax — ay) = 2f(ax)f(xy) = 2 (x)fa(y).

Ainsi

VEERR VaeR, (fe€=fy€8).

4. a.Soit f € £. f(040) +f(0—0) = 2f(0)f(0) s’écrit encore (f(0))2 = f(0) ou aussi f(0)(f(0) — 1) = 0. Donc

vfe RE (f e &= f(0) €{0,1}).

b. Soit f € £ telle que f(0) = 0. Pour tout réel x, on a

(f(x +0) + f(x — 0)) = f(x)f(0) = f(x).0 = 0.

NI —

f(x) =

© Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.

http ://www.maths-france.fr



Donc

3

VEeRE ((fefetf(0)=0)=f=0).

c. Soit f € & telle que f(0) = 1. Pour tout réel x, on a

0+ x) + (0 —x) = 2f(0)f(x) = 2f(x),

et donc

Ainsi,

vf e RR, ((f € £et f(0) =1) = f paire).
PARTIE 11

A Soit f € € tel que f(0) = 1.

1. Soit r > 0.
a. En posant u = x + y, on obtient

flx—y) dy = JH f(v) (—dv) = J f(v) dv. Par suite,

b. Soit x € R. De méme en posant v =x — Yy, on obtient J'
X

0

X—T

T T T T xX+T x
2f(x) Jo f(y) dy = Jo 2f(x)f(y) dy = L f(x+vy) dy + L f(x —y) dy :J f(u) du+J f(v) dv.
vx € R, 2f(x) JT f(y) dy = J'X“ flu) du—l—J'x f(v) dv.
0 X xX—r

2. a. Puisque f(0) = 1 et que f est continue en 0, il existe un réel strictement positif r tel que, pour y € [0,7], on a

1
fly) > 7 Mais alors,

T "1 T
> —dy==>0.
Jof(y)dy_Jozdy 2>O

T

Donc, 3r > 0/ J f(y) dy > 0. r est dorénavant fixé de la sorte.
0

b. Pour tout réel x, on a

1 X+ X
f(x) = ———— (J f(u) du+J f(v) dv) .
2J fly) dy > =
0
Comme f est continue sur R, les fonctions x — KH f(u) du et x — fz_r f(v) dv sont de classe C' sur R. Il en est de
méme de f.

c. Montrons par récurrence que Yn € N, f est de classe C™ sur R.
e Le résultat est vrai quand n = 0.
e Soit 1 > 0. Supposons que f € C™(R,R). Alors les fonctions x — fzﬂ f(u) du et x — Kﬁr f(v) dv sont de classe

C™t1 sur R. Il en est de méme de f.
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On a montré par récurrence que ¥Yn € N, f € C*(R,R) et donc
f est de classe C* sur R. '
X

d. Pour x € R, posons F(x) = J' f(u) du. F est la primitive de f sur R qui s’annule en 0. Pour tout réel x, on a
0

2f(x)F(r) =F(x+71) —F(x) + F(x) —F(x = 1) = F(x + 1) — F(x — 7).

En dérivant cette égalité, on obtient pour tout réel x

2" (x)F(r) = f(x + 1) — f(x — 7).

vx € R, cf’/(x) =f(x+71)—f(x — 1) oﬂc:ZJ f(y) dy > 0.
0

3. Dérivons une fois de plus cette égalité. Pour tout réel x, on obtient

cf’(x) =f'(x+71)=f'(x —1) = = ((f(x + 27) + f(x)) — (f(x) — f(x — 21))) = ]E(f(x +2r)+f(x—27)) = %f(x)f(r),

o=

et donc

B. Conclusion.

1. Soit p € R. Notons (E,) I’équation différentielle y” = py.
e Si u > 0, les solutions sur R de (E,) sont les fonctions de la forme x — A ch(,/ux) + Bsh(/px), (A,B) € R2.
e Si u =0, les solutions sur R de (E,,) sont les fonctions de la forme x — Ax + B, (A, B) € R?.
e Si 1 < 0, les solutions sur R de (E,,) sont les fonctions de la forme x — A cos(y/—px) + Bsin(y/—px), (A, B) € R2.

2. Puisque f(0) =1, la question I.4.c. montre que la fonction f est paire. La partie impaire de f est donc nulle.

e Dans le premier cas, f est nécessairement de la forme x — Ach(wx) avec A € R et w > 0 et puisque f(0) = 1,
nécessairement A = 1. Réciproquement, d’aprés 1.2., la fonction x +— ch(x) est dans £ et donc d’aprés 1.3., pour tout

w > 0, la fonction x — ch(wx) est dans &£.

e Dans le deuxiéme cas, f est nécessairement constante (car la fonction x +— x est impaire) puis nécessairement la

fonction constante x — 1 qui réciproquement convient.

e Dans le troisiéme cas, f est nécessairement de la forme x — A cos(wx) avec A € R et w > 0 et puisque f(0) =1,

nécessairement A = 1. Réciproquement, d’aprés I.1., la fonction x +— cos(x) est dans £ et donc d’aprés 1.3., pour tout

w > 0, la fonction x — cos(wx) est dans &£.

En constatant que w = 0 fournit la fonction constante 1 et en récupérant la fonction nulle qui est solution, on a montré

que

E ={x— ch(wx), w € RT}U{x — cos(wx), w € RT}U{0}.

3. Puis

F ={x cos(wx), w > 0}
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PARTIE III
A.

1. Soit f € F. D’aprés la question 1.4., f(0) € {0, 1} et si f(0) = 0 alors f = 0. Donc f(0) = 1. Mais alors d’aprés la question
L4.c., f est paire. f doit s’annuler au moins une fois sur R en un réel xo nécessairement non nul (puisque f(0) =1 # 0).
Par parité, f s’annule en xp et —xo. L’un de ces deux réels étant strictement positif, on a montré que

f(0) =1 et f s’annule au moins une fois sur R .

2. E est une partie non vide de R (d’apreés la question précédente) et minorée (par 0). Donc E admet une borne inférieure
que ’on note a.

3. 1l existe une suite (x,) d’éléments de E, convergente de limite a. f étant continue en a, on a

fla) = f( lim xn)= lim f(xn)= lim 0=0.

n— —+oo n— +o0 n— +o0

Donc

f(a) = 0.

Comme 0 est un minorant de E et que a est le plus grand des minorants de E, on a a > 0. Comme f(0) = 1 #£ 0 et que
f(a) =0, on a a # 0 et finalement

a>0.

4. Par définition de a, pour tout x de [0,a[, on a f(x) # 0. Supposons par 'absurde qu’il existe xo € [0, a[ tel que
f(xo) < 0. Alors, puisque f(0) > 0, que f(xo) < 0 et que f est continue sur [0, xo], le théoréme des valeurs intermédiaires
montre que f s’annule au moins une fois dans [0, xo] et donc dans [0, a[. Ceci est exclu et donc

vx € [0, al, f(x) > 0.

B. Soit f € F et a = Inf(E).

1. a. Soit g € N.

() +1 =1 (30) + 100 = 1 (gt + o)+ (et = ) =2 () (7) =27 ()]

Donc,

Vg €N, f(z%) +1 zz[f(zq%)]z.

b. Notons d’abord que, puisque Vx € R, cos(2x) + 1 =
a
Montrons alors par récurrence que Vq € N, f (—) =g —)

e On a f(a) =0 et g(a) = cos (g) =0. Donc f Eg) =g i).
e Soit q € N. Supposons que f (2%) =g (2%). Alors

f(@=)] =2 ( (@) ) =2 0()+) =l )]

, a a - . a o a s
Maintenant, 0 < 2t < 5 < a et donc, d’aprés la question IIl.a.4., f( q+1) > 0 mais aussi 0 < w—qu < 5 et
donc g (Zq%) > 0. On peut alors en déduire que f (Zq%) =g (Zq%)'
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On a montré par récurrence que

a a
vael f(5) =9 (5):
2. f et g coincident sur {azﬁq, p €N, g € N} et f et g sont paires. Donc f et g coincident sur Dg.

3. Soit x un réel. Il existe une suite (x,) d’éléments de D, convergente de limite x. Puisque f et g sont continues en x,
on a

fx) =f( lim xn)= lhm f(xn)= lim g(xn)=g( lim xn)=g(x).

Vx € R, f(x) = cos (;—Z)

s

C. On retrouve alors le résultat de la question I1.B.3. (avec w = Z)
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PROBLEME D’ALGEBRE

PARTIE I : Généralités, exemples

1. a. Soient (A,B) € E? et (A, ) € R2.

n n n
TAA+uB) =Y (Aark +urakk) =AY ak+ 1Y bii=AT(A)+uT(B).
k=1 k=1 k=1

Donc

b. Soit U € E. Soient (A,B) € E? et (A, u) € R2.

Tu(AA + uB) = T (U.(AA + uB)) = TAW.A + puU.B) = AT(U.A) 4+ uT(U.B) == ATu(A) + uTu(B).

VYU e E, Ty € E*. I

c. Soit U € E. On a Ker(Ty) = Hy et puisque Ty est une forme linéaire sur E, Hy est un sous-espace vectoriel de E.

1 0 0 1 0 0 0 0
E1,1—<O O)‘E1*2_(O 0>,E2,1—<1 O)eth,z—<O ])-

la famille (Eqy1,E1,2,E2,1,E2,2) est la base canonique de M3 (R).

Donc

2. a.

my My
may M2

UM — 11 mi My \ [ My +miz My +myp
11 mp1 M2 mpi1+ma2 mei+mpy /)’

b. Soit M € M3 (R). Posons M = ( > Alors

puis

TuM) =mq 1 +my2+m2 1 +mao2.

Donc

mzi1 M22

m m
Hu—{( ] 12 ) GMZ(R)/m1,1+m1,z+mz,1+mz,z—0}-

c. Par exemple Ty (Iz) = 1 # 0. Ainsi, Im(Ty) # {0} et donc dim(Im(Ty)) > 1. Mais d’autre part Im(Ty) C R et donc
dim(Im(Ty)) < 1. Finalement, dim(Im(Ty)) = 1. D’aprés le théoréme du rang, on peut alors affirmer que

dim(Hy) = dim(Ker(Ty)) = dim(M32(R)) — dim(Im(Ty)) =4 —1 = 3.

dim(Hy) = 3.

1 0
0 -1
ce qui montre que A € Hy.

Hy est un hyperplan de E et Hy contient une matrice inversible. I

d. La matrice A ( ) est inversible car son déterminant n’est pas nul et la somme des coefficients de A est nulle
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PARTIE II : Quelques résultats utiles pour la suite

1. a. Soit A,B) € E2. Soit j € [1,n]. Le coefficient ligne j, colonne j de la matrice A.B vaut

et donc

b. Soit A,B) € E2. Posons 'A = (ai;)1<ij<n ou V(i,j) € [1,n]?, a

D’autre part,

2. Soit U € E.
a. Si U =0, il est immédiat que Hy = M2(R).

b. Supposons U # 0. Soit (i,j) € [1,n]?. Pour (k,1) € [1,n]?, le coefficient ligne k, colonne 1 de la matrice E;; vaut
dik x 85,1 ou d désigne le symbole de KRONECKER. D’aprés la question II.1.a.,

n on
Tu(Eq )) T(U.Ei5) B Z Zul,kéi‘k X 851 =i
k=11=1

Puisque U # 0, il existe (i0,jo) € [1,n]? tel que u;, i, # 0. Mais alors, Tu(Ei, j,) = Wj,.i, # 0. Ainsi,

YU € E, (UW#0= 3(io,jo) € [1,n]?/ Tu(Ei,5,) #0).

Tu est donc une forme linéaire non nulle sur E et, comme & la question I.2.c., on a dim(Im(Ty)) = 1. Mais alors, d’aprés
le théoréme du rang, on a

dim(Hy) = dim(Ker(Ty)) = dim(Mn (R)) — dim(Im(Ty)) =n? — 1.

VU EE, (U#0= dim(Hy) =n2—1).

3. a. Soit (i,j,k,1) € [1,n]*. D’aprés la question précédente appliquée au cas particulier U = Eyi;, Tij(Ex.1) est le
coefficient ligne 1, colonne k de la matrice E; ;.

V(l)klé[ﬂ Tlﬂ 1]Ekl)—511><6]k
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b. Pour (1,j) € [1,n]', Ti; est une forme linéaire (d’aprés I.1.b.) et donc un élément de E*. De plus,

card ((Ti‘j )1§i,j§n) =n?= dim(E) = dim(E*) < 4o0.
Pour vérifier que la famille (T; j)1<i,j<n est une base de E*, il suffit donc de vérifier que cette famille est libre.

Soit (}\i,j)lgi‘jgn S R(nz).

n n

n o on
Z Z)\i‘jTi‘j =0= V(k, U S [[],Tl]]z, Z Z }\i,jTi,j(Ek,L) =0

i=1j=1 i=1j=1

n n
= V(k, U S [[],TL]]Z, ZZAi‘jéi‘l X 6j,k =0

i=1j=1

= VY(k,1) € [1,n]%, AL =0.

On a montré que la famille (T; 5)1<i,j<n est libre et donc

la famille (T j)1<i,j<n est une base de E*.

4. @ est bien une application de E vers E*. Montrons que ¢ est linéaire. Soient (A, 1) € R? et U, V) € E2.
Pour A € E, on a

(AU + V) (A) = Tausuv(A) = T (AU + pV).A) = TAWA 4 uV.A) = AT(U.A) + uT(V.A)
=ATu(A) + uTv(A) = (ATu + uTv) (A) = Ae(U) + pe(V)) (A)

Donc VA € E, (AU + u1V)) (A) = (Ap(U) + ne(V)) (A) ou encore @(AU 4+ nV) = Ap(U) + ne(V). Ainsi, @ est linéaire.

Par ¢, I'image de la base canonique (Ei j)i<ij<n de E est la famille (T j)1<i,j<n qui est une base de E* et donc

@ est un isomorphisme de I’espace vectoriel E sur I'espace vectoriel E*.

5. Soit H un hyperplan de E.
a. dim(H) =n? —1.

b. Puisque A n’est pas nulle, on a dim(Vect(A)) =1 et donc
dim(H) + dim(Vect(A)) = (m? — 1) + 1 =n? = dim(E) < 400 (%).
Puisque A n’est pas dans H, on a aussi

HN Vect(A) ={0} (xx).

On sait alors que les égalités (x) et (*x) suffisent pour affirmer que

E =H & Vect(A).

c. Soit 1 'unique forme linéaire telle que 1,14 = 0,14 et 1{A) = 1. Pour M élément quelconque de E, en posant M = Mo +AA
ou A €Ret Mg € H, onal(M)=A. Par suite, (M) =0& A =0& M € H. 1 est une forme linéaire sur E telle que
Ker(1) = H.

d. Soit U 'antécédent de 1 par 'isomorphisme ¢@. Par définition, Ty =1 puis

Hy = Ker(Ty) = Ker(1) = H.

pour tout hyperplan H de E, il existe U € E tel que H = Hy. I

On a montré que
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PARTIE IIT : Le résultat général

1. a. On effectue sur les colonnes de P la permutation C; « Cy, C2 « Cy,...,C « C—1. La matrice obtenue a méme
rang que P. Comme cette matrice est I,, on en déduit que rg(P) = n et donc que

P e GLL(R).

b. D’aprés la question II.1.a., en posant R, = (a; ), on a

T

Tr,(P) =T(R:.P) = Z aj iPij = Z aiipi,i =0.

i=1j=1 i=1

2. Soit H un hyperplan de E. D’aprés les questions I1.5.d. et 11.2., il existe U € E \ {0} tel que H = Hy. Notons r
(1 <r <mn) lerang de U. On sait qu’il existe deux matrices inversibles S et Sy telles que S1.U.S2 = R,.

Soit A = S,PS;. Notons tout d’abord que, puisque St et S, sont inversibles, A est inversible en tant que produit de
matrices inversibles. Ensuite, d’aprés l'identité (12), on a

Donc

T(WA) =T(S7".R.S;".82.P.S1) = T(S; " .R;.P.S1) = T(S51.S; ' .R;.P) = T(R,.P) =0,

et donc A est dans H. On a montré que

tout hyperplan de My (R) contient au moins une matrice inversible.
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