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PROBLEME D’ANALYSE

PARTIE I

1. On sait que pour (x, y) ∈ R
2, cos(x + y) + cos(x − y) = 2 cos(x) cos(y) et que cos ∈ C0(R, R). Donc

cos ∈ E .

En particulier, E n’est pas vide.

2. Soit (x, y) ∈ R
2.

ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) =
1

4

[

(ex + e−x)(ey + e−y) + (ex − e−x)(ey − e−y)
]

=
1

4
(2ex+y + 2e−x−y) =

1

2
(ex+y + e−(x+y))

= ch(x + y).

∀(x, y) ∈ R
2, ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y).

Soit (x, y) ∈ R
2. On a ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y). Puisque la fonction ch est paire et que la fonction sh est

impaire, on a aussi ch(x − y) = ch(x) ch(y) − sh(x) sh(y). En additionnant ces deux égalités, on obtient

ch(x + y) + ch(x − y) = 2 ch(x) ch(y).

Puisque d’autre part ch ∈ C0(R, R), on a montré que

ch ∈ E .

3. Soient f ∈ E et α ∈ R. Puisque f ∈ C0(R, R), fα ∈ C0(R, R) et de plus, pour tout réel x on a

fα(x + y) + fα(x − y) = f (α(x + y)) + f (α(x − y)) = f(αx + αy) + f(αx − αy) = 2f(αx)f(αy) = 2fα(x)fα(y).

Ainsi

∀f ∈ R
R, ∀α ∈ R, (f ∈ E ⇒ fα ∈ E).

4. a. Soit f ∈ E . f(0 + 0) + f(0 − 0) = 2f(0)f(0) s’écrit encore (f(0))2 = f(0) ou aussi f(0)(f(0) − 1) = 0. Donc

∀f ∈ R
R, (f ∈ E ⇒ f(0) ∈ {0, 1}).

b. Soit f ∈ E telle que f(0) = 0. Pour tout réel x, on a

f(x) =
1

2
(f(x + 0) + f(x − 0)) = f(x)f(0) = f(x).0 = 0.
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Donc,

∀f ∈ R
R, ((f ∈ E et f(0) = 0) ⇒ f = 0) .

c. Soit f ∈ E telle que f(0) = 1. Pour tout réel x, on a

f(0 + x) + f(0 − x) = 2f(0)f(x) = 2f(x),

et donc

f(−x) = f(x).

Ainsi,

∀f ∈ R
R, ((f ∈ E et f(0) = 1) ⇒ f paire) .

PARTIE II

A. Soit f ∈ E tel que f(0) = 1.

1. Soit r > 0.
a. En posant u = x + y, on obtient

∫r

0

f(x + y) dy =

∫x+r

x

f(u) du.

b. Soit x ∈ R. De même en posant v = x − y, on obtient

∫r

0

f(x − y) dy =

∫x−r

x

f(v) (−dv) =

∫x

x−r

f(v) dv. Par suite,

2f(x)

∫r

0

f(y) dy =

∫r

0

2f(x)f(y) dy =

∫r

0

f(x + y) dy +

∫r

0

f(x − y) dy =

∫x+r

x

f(u) du +

∫x

x−r

f(v) dv.

∀x ∈ R, 2f(x)

∫r

0

f(y) dy =

∫x+r

x

f(u) du +

∫x

x−r

f(v) dv.

2. a. Puisque f(0) = 1 et que f est continue en 0, il existe un réel strictement positif r tel que, pour y ∈ [0, r], on a

f(y) ≥ 1

2
. Mais alors,

∫r

0

f(y) dy ≥
∫r

0

1

2
dy =

r

2
> 0.

Donc, ∃r > 0/

∫ r

0

f(y) dy > 0. r est dorénavant fixé de la sorte.

b. Pour tout réel x, on a

f(x) =
1

2

∫r

0

f(y) dy

(∫x+r

x

f(u) du +

∫x

x−r

f(v) dv

)

.

Comme f est continue sur R, les fonctions x 7→
∫x+r

x
f(u) du et x 7→

∫x

x−r
f(v) dv sont de classe C1 sur R. Il en est de

même de f.

c. Montrons par récurrence que ∀n ∈ N, f est de classe Cn sur R.
• Le résultat est vrai quand n = 0.
• Soit n ≥ 0. Supposons que f ∈ Cn(R, R). Alors les fonctions x 7→

∫x+r

x
f(u) du et x 7→

∫x

x−r
f(v) dv sont de classe

Cn+1 sur R. Il en est de même de f.
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On a montré par récurrence que ∀n ∈ N, f ∈ Cn(R, R) et donc

f est de classe C∞ sur R.

d. Pour x ∈ R, posons F(x) =

∫x

0

f(u) du. F est la primitive de f sur R qui s’annule en 0. Pour tout réel x, on a

2f(x)F(r) = F(x + r) − F(x) + F(x) − F(x − r) = F(x + r) − F(x − r).

En dérivant cette égalité, on obtient pour tout réel x

2f ′(x)F(r) = f(x + r) − f(x − r).

∀x ∈ R, cf ′(x) = f(x + r) − f(x − r) où c = 2

∫ r

0

f(y) dy > 0.

3. Dérivons une fois de plus cette égalité. Pour tout réel x, on obtient

cf ′′(x) = f ′(x + r) − f ′(x − r) =
1

c
((f(x + 2r) + f(x)) − (f(x) − f(x − 2r))) =

1

c
(f(x + 2r) + f(x − 2r)) =

2

c
f(x)f(r),

et donc

∀x ∈ R, f ′′(x) =
2f(r)

c2
f(x).

B. Conclusion.

1. Soit µ ∈ R. Notons (Eµ) l’équation différentielle y ′′ = µy.
• Si µ > 0, les solutions sur R de (Eµ) sont les fonctions de la forme x 7→ A ch(

√
µx) + B sh(

√
µx), (A, B) ∈ R

2.
• Si µ = 0, les solutions sur R de (Eµ) sont les fonctions de la forme x 7→ Ax + B, (A, B) ∈ R

2.
• Si µ < 0, les solutions sur R de (Eµ) sont les fonctions de la forme x 7→ A cos(

√
−µx) + B sin(

√
−µx), (A, B) ∈ R

2.

2. Puisque f(0) = 1, la question I.4.c. montre que la fonction f est paire. La partie impaire de f est donc nulle.
• Dans le premier cas, f est nécessairement de la forme x 7→ A ch(ωx) avec A ∈ R et ω > 0 et puisque f(0) = 1,

nécessairement A = 1. Réciproquement, d’après I.2., la fonction x 7→ ch(x) est dans E et donc d’après I.3., pour tout
ω > 0, la fonction x 7→ ch(ωx) est dans E .

• Dans le deuxième cas, f est nécessairement constante (car la fonction x 7→ x est impaire) puis nécessairement la
fonction constante x 7→ 1 qui réciproquement convient.

• Dans le troisième cas, f est nécessairement de la forme x 7→ A cos(ωx) avec A ∈ R et ω > 0 et puisque f(0) = 1,
nécessairement A = 1. Réciproquement, d’après I.1., la fonction x 7→ cos(x) est dans E et donc d’après I.3., pour tout
ω > 0, la fonction x 7→ cos(ωx) est dans E .

En constatant que ω = 0 fournit la fonction constante 1 et en récupérant la fonction nulle qui est solution, on a montré
que

E = {x 7→ ch(ωx), ω ∈ R
+} ∪ {x 7→ cos(ωx), ω ∈ R

+} ∪ {0}.

3. Puis

F = {x 7→ cos(ωx), ω > 0}.
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PARTIE III

A.

1. Soit f ∈ F . D’après la question I.4., f(0) ∈ {0, 1} et si f(0) = 0 alors f = 0. Donc f(0) = 1. Mais alors d’après la question
I.4.c., f est paire. f doit s’annuler au moins une fois sur R en un réel x0 nécessairement non nul (puisque f(0) = 1 6= 0).
Par parité, f s’annule en x0 et −x0. L’un de ces deux réels étant strictement positif, on a montré que

f(0) = 1 et f s’annule au moins une fois sur R
∗
+.

2. E est une partie non vide de R (d’après la question précédente) et minorée (par 0). Donc E admet une borne inférieure
que l’on note a.

3. Il existe une suite (xn) d’éléments de E, convergente de limite a. f étant continue en a, on a

f(a) = f( lim
n→+∞

xn) = lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

0 = 0.

Donc

f(a) = 0.

Comme 0 est un minorant de E et que a est le plus grand des minorants de E, on a a ≥ 0. Comme f(0) = 1 6= 0 et que
f(a) = 0, on a a 6= 0 et finalement

a > 0.

4. Par définition de a, pour tout x de [0, a[, on a f(x) 6= 0. Supposons par l’absurde qu’il existe x0 ∈ [0, a[ tel que
f(x0) < 0. Alors, puisque f(0) > 0, que f(x0) < 0 et que f est continue sur [0, x0], le théorème des valeurs intermédiaires
montre que f s’annule au moins une fois dans [0, x0] et donc dans [0, a[. Ceci est exclu et donc

∀x ∈ [0, a[, f(x) > 0.

B. Soit f ∈ F et a = Inf(E).

1. a. Soit q ∈ N.

f
( a

2q

)

+ 1 = f
( a

2q

)

+ f(0) = f
( a

2q+1
+

a

2q+1

)

+ f
( a

2q+1
−

a

2q+1

)

= 2f
( a

2q+1

)

f
( a

2q+1

)

= 2
[

f
( a

2q+1

)]2

.

Donc,

∀q ∈ N, f
( a

2q

)

+ 1 = 2
[

f
( a

2q+1

)]2

.

b. Notons d’abord que, puisque ∀x ∈ R, cos(2x) + 1 = 2 cos2(x), la fonction g vérifie les mêmes égalités.

Montrons alors par récurrence que ∀q ∈ N, f
( a

2q

)

= g
( a

2q

)

.

• On a f(a) = 0 et g(a) = cos
(π

2

)

= 0. Donc f
( a

20

)

= g
( a

20

)

.

• Soit q ∈ N. Supposons que f
( a

2q

)

= g
( a

2q

)

. Alors

[

f
( a

2q+1

)]2

=
1

2

(

f
( a

2q

)

+ 1
)

=
1

2

(

g
( a

2q

)

+ 1
)

=
[

g
( a

2q+1

)]2

.

Maintenant, 0 ≤ a

2q+1
≤ a

2
< a et donc, d’après la question III.a.4., f

( a

2q+1

)

> 0 mais aussi 0 ≤ ω
a

2q+1
<

π

2
et

donc g
( a

2q+1

)

> 0. On peut alors en déduire que f
( a

2q+1

)

= g
( a

2q+1

)

.
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On a montré par récurrence que

∀q ∈ N, f
( a

2q

)

= g
( a

2q

)

.

2. f et g coïncident sur {a
p

2q
, p ∈ N, q ∈ N} et f et g sont paires. Donc f et g coïncident sur Da.

3. Soit x un réel. Il existe une suite (xn) d’éléments de Da, convergente de limite x. Puisque f et g sont continues en x,
on a

f(x) = f( lim
n→+∞

xn) = lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

g(xn) = g( lim
n→+∞

xn) = g(x).

∀x ∈ R, f(x) = cos
(πx

2a

)

.

C. On retrouve alors le résultat de la question II.B.3. (avec ω =
π

2a
).
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PROBLEME D’ALGEBRE

PARTIE I : Généralités, exemples

1. a. Soient (A, B) ∈ E2 et (λ, µ) ∈ R
2.

T(λA + µB) =

n∑

k=1

(λak,k + µak,k) = λ

n∑

k=1

ak,k + µ

n∑

k=1

bk,k = λT(A) + µT(B).

Donc

T ∈ E∗.

b. Soit U ∈ E. Soient (A, B) ∈ E2 et (λ, µ) ∈ R
2.

TU(λA + µB) = T (U.(λA + µB)) = T(λU.A + µU.B) = λT(U.A) + µT(U.B) == λTU(A) + µTU(B).

Donc

∀U ∈ E, TU ∈ E∗.

c. Soit U ∈ E. On a Ker(TU) = HU et puisque TU est une forme linéaire sur E, HU est un sous-espace vectoriel de E.

2. a.

E1,1 =

(

1 0

0 0

)

, E1,2 =

(

0 1

0 0

)

, E2,1 =

(

0 0

1 0

)

et E2,2 =

(

0 0

0 1

)

.

la famille (E1,1, E1,2, E2,1, E2,2) est la base canonique de M2(R).

b. Soit M ∈ M2(R). Posons M =

(

m1,1 m1,2

m2,1 m2,2

)

. Alors

U.M =

(

1 1

1 1

)(

m1,1 m1,2

m2,1 m2,2

)

=

(

m1,1 + m1,2 m1,1 + m1,2

m2,1 + m2,2 m2,1 + m2,2

)

,

puis

TU(M) = m1,1 + m1,2 + m2,1 + m2,2.

Donc

HU =

{(
m1,1 m1,2

m2,1 m2,2

)

∈ M2(R)/ m1,1 + m1,2 + m2,1 + m2,2 = 0

}
.

c. Par exemple TU(I2) = 1 6= 0. Ainsi, Im(TU) 6= {0} et donc dim(Im(TU)) ≥ 1. Mais d’autre part Im(TU) ⊂ R et donc
dim(Im(TU)) ≤ 1. Finalement, dim(Im(TU)) = 1. D’après le théorème du rang, on peut alors affirmer que

dim(HU) = dim(Ker(TU)) = dim(M2(R)) − dim(Im(TU)) = 4 − 1 = 3.

dim(HU) = 3.

d. La matrice A

(

1 0

0 −1

)

est inversible car son déterminant n’est pas nul et la somme des coefficients de A est nulle

ce qui montre que A ∈ HU.

HU est un hyperplan de E et HU contient une matrice inversible.
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PARTIE II : Quelques résultats utiles pour la suite

1. a. Soit A, B) ∈ E2. Soit j ∈ J1, nK. Le coefficient ligne j, colonne j de la matrice A.B vaut

n∑

i=1

aj,ibi,j,

et donc

T(A.B) =

n∑

j=1

(

n∑

i=1

aj,ibi,j

)

=

n∑

i=1

n∑

j=1

aj,ibi,j.

∀(A, B) ∈ E2, T(A.B) =

n∑

i=1

n∑

j=1

aj,ibi,j.

b. Soit A, B) ∈ E2. Posons tA = (a ′
i,j)1≤i,j≤n où ∀(i, j) ∈ J1, nK2, a ′

i,j = aj,i. Alors

T(tA.B) =

n∑

i=1

n∑

j=1

a ′
j,ibi,j =

n∑

i=1

n∑

j=1

ai,jbi,j.

∀(A, B) ∈ E2, T(tA.B) =

n∑

i=1

n∑

j=1

ai,jbi,j (I1).

D’autre part,

T(A.B) =

n∑

i=1

n∑

j=1

aj,ibi,j =

n∑

j=1

n∑

i=1

bi,jaj,i = T(B.A).

∀(A, B) ∈ E2, T(A.B) = T(B.A) (I2).

2. Soit U ∈ E.
a. Si U = 0, il est immédiat que HU = M2(R).

b. Supposons U 6= 0. Soit (i, j) ∈ J1, nK2. Pour (k, l) ∈ J1, nK2, le coefficient ligne k, colonne l de la matrice Ei,j vaut
δi,k × δj,l où δ désigne le symbole de Kronecker. D’après la question II.1.a.,

TU(Ei,j) = T(U.Ei,j) =

n∑

k=1

n∑

l=1

ul,kδi,k × δj,l = uj,i.

Puisque U 6= 0, il existe (i0, j0) ∈ J1, nK2 tel que uj0,i0
6= 0. Mais alors, TU(Ei0,j0

) = uj0,i0
6= 0. Ainsi,

∀U ∈ E, (U 6= 0 ⇒ ∃(i0, j0) ∈ J1, nK2/ TU(Ei0,j0
) 6= 0).

TU est donc une forme linéaire non nulle sur E et, comme à la question I.2.c., on a dim(Im(TU)) = 1. Mais alors, d’après
le théorème du rang, on a

dim(HU) = dim(Ker(TU)) = dim(Mn(R)) − dim(Im(TU)) = n2 − 1.

∀U ∈ E, (U 6= 0 ⇒ dim(HU) = n2 − 1).

3. a. Soit (i, j, k, l) ∈ J1, nK4. D’après la question précédente appliquée au cas particulier U = Ei,j, Ti,j(Ek,l) est le
coefficient ligne l, colonne k de la matrice Ei,j.

∀(i, j, k, l) ∈ J1, nK4, Ti,j(Ek,l) = δi,l × δj,k.
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b. Pour (i, j) ∈ J1, nK1, Ti,j est une forme linéaire (d’après I.1.b.) et donc un élément de E∗. De plus,

card ((Ti,j)1≤i,j≤n) = n2 = dim(E) = dim(E∗) < +∞.

Pour vérifier que la famille (Ti,j)1≤i,j≤n est une base de E∗, il suffit donc de vérifier que cette famille est libre.

Soit (λi,j)1≤i,j≤n ∈ R
(n2).

n∑

i=1

n∑

j=1

λi,jTi,j = 0 ⇒ ∀(k, l) ∈ J1, nK2,

n∑

i=1

n∑

j=1

λi,jTi,j(Ek,l) = 0

⇒ ∀(k, l) ∈ J1, nK2,

n∑

i=1

n∑

j=1

λi,jδi,l × δj,k = 0

⇒ ∀(k, l) ∈ J1, nK2, λl,k = 0.

On a montré que la famille (Ti,j)1≤i,j≤n est libre et donc

la famille (Ti,j)1≤i,j≤n est une base de E∗.

4. ϕ est bien une application de E vers E∗. Montrons que ϕ est linéaire. Soient (λ, µ) ∈ R
2 et U, V) ∈ E2.

Pour A ∈ E, on a

(ϕ(λU + µV)) (A) = TλU+µV (A) = T ((λU + µV).A) = T(λU.A + µV.A) = λT(U.A) + µT(V.A)

= λTU(A) + µTV (A) = (λTU + µTV ) (A) = (λϕ(U) + µϕ(V)) (A)

Donc ∀A ∈ E, (ϕ(λU + µV)) (A) = (λϕ(U) + µϕ(V)) (A) ou encore ϕ(λU + µV) = λϕ(U) + µϕ(V). Ainsi, ϕ est linéaire.

Par ϕ, l’image de la base canonique (Ei,j)1≤i,j≤n de E est la famille (Ti,j)1≤i,j≤n qui est une base de E∗ et donc

ϕ est un isomorphisme de l’espace vectoriel E sur l’espace vectoriel E∗.

5. Soit H un hyperplan de E.
a. dim(H) = n2 − 1.

b. Puisque A n’est pas nulle, on a dim(Vect(A)) = 1 et donc

dim(H) + dim(Vect(A)) = (n2 − 1) + 1 = n2 = dim(E) < +∞ (∗).

Puisque A n’est pas dans H, on a aussi

H ∩ Vect(A) = {0} (∗∗).

On sait alors que les égalités (∗) et (∗∗) suffisent pour affirmer que

E = H ⊕ Vect(A).

c. Soit l l’unique forme linéaire telle que l/H = 0/H et l(A) = 1. Pour M élément quelconque de E, en posant M = M0+λA

où λ ∈ R et M0 ∈ H, on a l(M) = λ. Par suite, l(M) = 0 ⇔ λ = 0 ⇔ M ∈ H. l est une forme linéaire sur E telle que
Ker(l) = H.

d. Soit U l’antécédent de l par l’isomorphisme ϕ. Par définition, TU = l puis

HU = Ker(TU) = Ker(l) = H.

On a montré que

pour tout hyperplan H de E, il existe U ∈ E tel que H = HU.
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PARTIE III : Le résultat général

1. a. On effectue sur les colonnes de P la permutation C1 � Cn, C2 � C1,. . . ,Cn � Cn−1. La matrice obtenue a même
rang que P. Comme cette matrice est In, on en déduit que rg(P) = n et donc que

P ∈ GLn(R).

b. D’après la question II.1.a., en posant Rr = (ai,j), on a

TRr
(P) = T(Rr.P) =

n∑

i=1

n∑

j=1

aj,ipi,j =

r∑

i=1

ai,ipi,i = 0.

Donc

P ∈ HRr
.

2. Soit H un hyperplan de E. D’après les questions II.5.d. et II.2., il existe U ∈ E \ {0} tel que H = HU. Notons r

(1 ≤ r ≤ n) le rang de U. On sait qu’il existe deux matrices inversibles S1 et S2 telles que S1.U.S2 = Rr.
Soit A = S2PS1. Notons tout d’abord que, puisque S1 et S2 sont inversibles, A est inversible en tant que produit de

matrices inversibles. Ensuite, d’après l’identité (I2), on a

T(U.A) = T(S−1
1 .Rr.S

−1
2 .S2.P.S1) = T(S−1

1 .Rr.P.S1) = T(S1.S−1
1 .Rr.P) = T(Rr.P) = 0,

et donc A est dans H. On a montré que

tout hyperplan de Mn(R) contient au moins une matrice inversible.
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