CONCOURS COMMUN 2001

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

PROBLEME 1

Partie I :

1) Soitue E(ao). Il existe b € R tel que pour tout entier naturel n, u,, = au, +b. En particulier, pour n = 0, on obtient
b =u; — augy. Ceci démontre I'unicité de b, que 'on peut dorénavant noter by,.

2) a) Soit ue R™

uc ESO) &dbeR/VneN, uy1 =u, +b & uest une suite arithmétique.

Ego) est 'ensemble des suites arithmétiques.

b) Soit u € R™.

uEEgO)(:)HbGR/VneN, Unp1=b&Vn>1, un =ug.

EE)O) est I’ensemble des suites de la forme (uwg,ws,us,uq,...) ot ug et uy sont deux réels.

3) Soit a € R.

e Pour tout entier n, on a 0 = a.0+ 0. Donc, la suite nulle est dans EY (bo =0).

e Soient (A, ) € R? et (u,v) € (E(ao))z. Il existe (by,by) € R? tel que, pour tout entier naturel n, Uy = auy + by,
et vhny1 = avy + b,,. Mais alors, pour tout entier naturel n,

AMini1 + unit = AMaun + by) + pwlavy + by) = a(Aun + puvn) + Aby + ub,,.

En posant bauyuw = Aby + pby, on a encore Aun41 + pvn41 = a(Aun + pvn) + bauspy. Ainsi, la suite Au + pv est
(0)
dans Ego .

E(ao) est un R-espace vectoriel.

4) e Sila suite (xn) est dans Ego), d’aprés 1), on a nécessairement by = x1 — axp = 1 — a. Réciproquement, pour tout
entier naturel n,

axn+by=a+(1—a)=1=x%xny1.

erElo) et by=1—a. I

e Si la suite (yn) est dans Ego), d’aprés 1), on a nécessairement by = y; — ayo = a — a = 0. Réciproquement, la suite
géométrique (yn ) de raison a vérifie bien : ¥n € N, yn4+1 = ayn +0.

yeEY et by =0. I
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e Ainsi, (x,y) est une famille d’éléments de Ego). Vérifions que cette famille est libre.
Soit (A, 1) € R2.

Adp=0

At ap =0 (obtenu avecn =0et n =1).

M+py=0éVneN@\Hm“:O©{

Le déterminant de ce dernier systéme vaut a — 1 et n’est pas nul puisque a # 1. Ce systéme est donc un systéme de
CRAMER homogéne et il admet une solution et une seule, la solution (0,0). On a montré que la famille (x,y) est libre.

la famille (x,y) est une famille libre de I’espace vectoriel E(ao).

A p=up
A ap=uy
donc un et un seul couple solution fourni par les formules de CRAMER :

5) a) Le systéme de I’énoncé s’écrit { . Son déterminant vaut a — 1 et n’est pas nul. Ce systéme admet

b) Montrons alors par récurrence que Vn € N, un = Axyy, + Hyn.
e Le résultat est vrai pour n = 0 par définition de A et p.
e Soit n € N. Supposons que U, = Axp + Wyn. Alors up41 = auy + by = a(Axn + wyn) + by. Mais

by =u; —aup = (Ax1 + py1) — a(Axo + wyo) = A(x1 — axo) + 1(yr — ayo) = Abyx + pby,.
On en déduit que
Unt1 = a(Axn + Hyn) + (Abx + uby) = Alaxn + bx) + playn + by) = A1 + HYnt1-

On a montré par récurrence que

vneN, uy =Axn + Wn- I

c¢) Ainsi, tout élément de E(ao) est une combinaison linéaire de x et y ou encore la famille (x,y) est une famille génératrice
de Ego). Puisque la famille (x,y) est également libre d’aprés la question 4), on a montré que

la famille (x,y) est une base de EEIO).

6) Ce qui précéde montre que

Ex) ={(A+na™nen, (A1) € R? et dim(EZ) =2.

Partie II :

RP+1 est un isomorphisme d’espaces
(P(0),P(1),...,P(p))

1) Montrons tout d’abord que lapplication ¢ : Rp[X] —
P —
vectoriels.

e Il est clair que ¢ est une application linéaire.

e Montrons que ¢ est injective.

Soit P € R,[X]. Si P € Ker(¢) alors P est est polynome de degré au plus p s’annulant en les p + 1 réels deux a deux
distincts 0, 1,..., p. Un polyndéme non nul de degré inférieur ou égal a p ayant au plus p racines, on en déduit que P = 0.
Ainsi, Ker(¢@) ={0} et donc @ est injective.

e Mais alors, puisque dim (R, [X]) =p + 1 = dim(RP*') < 400, @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Soit maintenant u € E(ap). Il existe P € R, [X] tel que : ¥n € N, un41 = auy + P(n). En particulier, pour k € [0,p], on a
P(k) = U417 — auy. Ceci montre que P est nécessairement le polynome @' ((u — aug, Uz — auy, ..., Up 1 — auy)). Le
polynéme P est donc uniquement défini.
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2) Montrons que EQ’) est un R-espace vectoriel.

e La suite nulle est dans Eﬁf’). En effet, si u est la suite nulle, alors pour tout entier naturel n, w41 = au, + P(n) ou
P est le polynome nul (qui est bien élément de R, [X]).
e Soient (A, ) € R? et (u,v) € (Eq(p))?. Alors, pour tout entier naturel n, on a

AUnt1 + pvng1 = Alaun + Py(n)) + plavn + Py (n))
= a(Aun + pvn) + (APy + Py ) (n).

Comme APy, + puP, est un polynéme de degré inférieur ou égal a p, on vient de fournir P € R, [X] tel que, pour tout
entier naturel n,

AUn41 + Pvng1 = a(Aun + pvn ) + P(n).

Par suite, \u+ pv € EF.
Finalement, E(ap) contient la suite nulle et est stable par combinaisons linéaires et donc

Vp € N, Egp) est un R-espace vectoriel. I

3) La question 1) (qui établit I'unicité de P) montre que 0 est bien une application de E(ap) vers Ry [X]. Les calculs de la
question 2) fournissent au passage :

V(w,v) € (EP))?, V(A 1) € R?, B(Au+ wv) = Payrpy = APy + Py = A0(u) + 1o (v).

0 est une application linéaire. I

4) Ker(0) est constitué des suites u vérifiant ¥n € N, un 1 = au, et donc des suites géométriques de raison a. Ainsi,

Donc

Ker(8) = {A(a)nen, A € R} = Vect(y).

5) a) Soit k € N. Qx = (1 — a)X¥ + termes de degré au plus k — 1. Puisque 1 — a # 0, Qy est de degré k.

vk € N, deg(Qx) = k.

b) D’apres ce qui précéde, les polynémes Qo, Q1,. .., Qp sont des éléments de R, [X]. De plus, ces polyndmes ont des degrés
deux & deux distincts et on sait que la famille (Qo, ..., Qp) est libre. Enfin, card(Qo,...,Qp) =p+1 = dim(R, [X]) < +o0
et donc

(Qo,-..,Qp) est une base de Ry [X].

6) a) Pour k € [0,p] et n € N, posons x) =nk Pour k € [0,p] et n € N, on a alors

¥ = m+1)% = an® + Qu(n) = axn + Qi(n).

Ceci montre que pour tout k € [0, p], (xﬁﬁ‘))neN € E(ap) et que Qy = 9((x£1k))neN). Donc

vk € [[Ovp]]a Qk S Im(e)

b) On en déduit que R, [X] = Vect(Qo, ..., Qp) C Im(6) C
mbr, [X] et donc que

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.



7) D’aprés le théoréme du rang et les questions 6)b) et 4),

dim(EP)) = dim(Ker(8)) 4+ dim(Im(8)) =1+p+1=p + 2.

Vp €N, dim(EP)) =p + 2.

8) Omn a vu a la question 4) que y est dans E(ap) et a la question 6)a) que x( ..., x(P) sont dans E(ap). De plus,
card(x(® ... xP) y)=p+2= dim(E(ap)) < +o00. Par suite, pour montrer que (x(®),... xP) y) est une base de E(ap), il
suffit de démontrer que la famille (x(©), ... x(P) y) est libre.

Soit (Ag,...,Ap, 1) € RP+2. Supposons que Agx(®) 4 ... + Apx(p) + ny = 0. On prend 'image des deux membres de
cette égalité par application 8. D’aprés la question 4), y € Ker(8) et d’aprés la question 6)b), Yk € [0,p], 8(x*) = Q.
On obtient donc 1’égalité

AoQo+...+2,Qp =0.

D’aprés la question 5)b), la famille (Qo,...,Qp) est libre ce qui impose Ao = ... = A, = 0. Il reste py = 0 et donc
pn = 0 puisque y n’est pas la suite nulle.
On a ainsi montré que la famille (x(%), ..., x(®) y) est libre et donc que
la famille (x(©),... x(P) y) est une base de EEJ’).

9) La suite (un) de énoncé est dans E(zl). D’aprés la question précédente, E(ZU = Vect(x(®) x(V) y). Par suite, Il existe
trois réels «, et y tels que

vneN, u, =a+ pfn+y2".

De plus, up = —2 puis u; = 2u9—0+4+7 =3 puis up =6 —2+7 = 11. Donc, «, et 'y sont solutions du systéme
x+vy=-2

x+pB+2y=3 .Or,

x+2B+4y =11

x+vy=-2 Yy=—2—« y=-2—« Yy=—-2—«
xtB+2y=3 & a+tBF+22-a)=3 &< —atp=7 &g B=7+«
ax+2B +4y =11 a+2+4(—2—a)=11 —3a+2 =19 3o +2(7+a) =19
ox=-—5
eq B=2
y=3

yneN, u, =-5+2n+3.2". .

Partie III :

1) e Les résultats des questions I1.1), I1.2) et I1.3) restent valables.
e Ker(0) est constitué des suites (un) vérifiant Vn € N, upy1 —u, = 0. Ker(0) est donc I'ensemble des suites
constantes. Ainsi,

Ker(0) = Vect(x) = Vect(x!?).

eSia=1, Qo =0et pour k>1, Qx = kX* ! +termes de degré au plus k — 2 et donc deg(Qy) = k — 1. Mais alors
comme en IL.5)b), (Q1,...,Qp41) est une base de Ry, [X] puis comme en I1.7) et IL.8), dim(Egp)) =P + 2 et une base de
Egp) est (x(1), ..., xPH1) x(0)) ou aussi (x¥))o<i<p.

vp e N, EP?) = Vect(x®))o<i<p.
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2) Premiére solution. La suite (u,,) de ’énoncé est dans ET ), D’aprés la question précédente, E%” = Vect(x(©), x(1) x(2)),
Par suite, Il existe trois réels «, 3 et y tels que

vneN, u, = o+ pn+yn?.

De plus, up = -2 puisu; =—2—-0+1=—1 puisu, =—1—-6+1 =—6. Donc, «, 3 et y sont solutions du systéme

=2
x+pB+y=-1 .Or,
a+2pf+4y=-6

ox=—2 o =-2 o =-2
x+p+y=—-1 &< p+y=1 ¢ v=-3
x+2p +4y=—6 B+2y=-2 =4
vneN, u, =—-3n? +4n—2. I
Deuxiéme solution. Pour tout entier naturel non nul, on a
n—1 n—1 TL(TL*”
Un =Uo+ ) (Wt —wie) = =2+ ) (~6k+1)=-2—6——— +n=-3n"+dn-2.

k=0 k=0
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PROBLEME 2

Partie I :
1) Soit (x,y) € R

y
J etdt=ToeV—e*=1¢eY=1+e*ey=In(1+e") (pour tout réel x, on a e* > 0).

X

2) La fonction x — 1+ e* est strictement croissante sur R & valeurs dans ]0,4oo[ et la fonction In est strictement
croissante sur ]0, +oo[. Donc f est strictement croissante sur 0, +ool.

De plus, lim f(x)=0et lirf f(x) = 4o0.
X— —00 X— 400
3) Soit x € R.
‘I X
f(x) = x = In(1 + ¢*) — In(e*) = 1n< e ) —In(1+e ),

Donc d’une part lirf (f(x) —x) = 0 ce qui montre que la droite D d’équation y = x est asymptote & la courbe C en
X— +00

~+o00 et d’autre part, pour tout réel x, f(x) —x > 0 ce qui montre que la courbe C est strictement au-dessus de la droite D
sur R.

4) Quand x tend vers 0,

2 2 2
f(x) =In(1+1+x+ % +o(x?)) =n(2) + In(1 + ; n XI to(x?)) =n(2) + (; n %) - % (;)2 +o(x?)
2
=In(2) + 5 + % +o(x).
X Xz 2
f(x) o In(2) + 5 + 3 + o(x%).

En particulier, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1 : f(x) =1In(2) + % + o(x). Donc

X
une équation de la tangente a C au point d’abscisse 0 est y = In(2) +

z .

2 2
De plus, quand x tend vers 0, f(x) — (In(2)+ z) = % +0(x?). Cette différence est localement du signe de % c’est-a-dire

positive. La courbe C est donc localement au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0.

5) Représentation graphique de f.

C / .

L
-5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5
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Partie II :

1) a) Soit (x,y) € R?.

v v 1 1 1 /m
L e(t) dt = L p ) dt = p (Arctany — Arctanx) < o (— — (——)) =1.

Donc

Y

V(x,y) € R?, J e(t) dt < 1.

x

y
b) En particulier V(x,y) € R?, J @(t) dt #1 et donc

X

Vx € R, (E4) n’a pas de solution.

c) Dans cet exemple £ = 0.
2) Pour x réel donné, I'équation (Ey) s’écrit encore @y (y) = 1.

3) a) Soit x € R. La fonction ¢ est continue sur R. Donc la fonction @y est définie et dérivable sur R et en particulier
continue sur R, et de plus @ = ¢.
Puisque @ est strictement positive sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points, @y est strictement croissante

sur R.
Vx € R, @, est continue et strictement croissante sur R. I

@, réalise donc une bijection de R sur ] lim @, l+im D, .

b) Si { = 400, il existe un réel to tel que, pour t > to, @(t) > 1. Dans ce cas, A =1 convient.

(A {
Si £ €]0, +o0l, il existe un réel to tel que, pour t > to, @(t) > { — 7575 > 0. Dans ce cas, A = 5 convient.

On a montré dans tous les cas que

Jto€R, JA>0/VEER, (t>to = @t) > A).

¢) Soit x un réel. Pour tout réel u supérieur ou égal a to, on a

to

DOy (u) :J ’ o(t) dt—l—J'u e(t) dt ZJ e(t) dt+A(u—to).

x to x

Comme A > 0, on en déduit que lim utoo®, (u) = +00 et en particulier, il existe u € R tel que @ (u) > 1.

Vx €R, Jue R/ Dy (u) > 1.

d) Soient x € R puis u un réel tel que @y (u) > 1. Puisque @y est strictement croissante sur R, équation (Ey) admet
au plus une solution. Puisque @, est continue sur R, que @y(x) = 0 < T et que ®,(u) > 1, le théoréme des valeurs
intermédiaires permet d’affirmer que I’équation (E,) a au moins une solution. Finalement,

Vx € R, Iéquation (E4) a une solution et une seule dans R.

Partie III :
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1) On a vu a la question 3)a) que la fonction @y réalise une bijection de R sur | l_im Dy, lim DQy=] l_im Dg, +ool.

Soit x € R.

f(x) f(x)

X

et)ydt=1& Jo o(t) dth e(t)dt=1

& Do(f(x)) = Do(x) +1 & f(x) = Dy (Do(x) +1).

f(x) solution de (Ey) & J

xX

Vx € R, f(x) = (1351 (Do(x) +1).

2) D’aprés la question 3)a), la fonction ®@¢ est continue et strictement croissante sur R. On en déduit que la fonction
d)g] est continue et strictement croissante sur ®o(R) =] lim @, +o0l.
—0Q

La fonction x — @g(x) + 1 est continue et strictement croissante sur R a valeurs dans ]lim @g, +oo[ et la fonction
—00

Yy (1351 (y) est continue et strictement croissante sur ]lim @q, +oo[. Donc la fonction x — (1351 (Dp(x) + 1) est continue
—0Q

f est continue et strictement croissante sur R. '

3) a) @ est continue sur R. Donc @ est de classe C! sur R et @) = o.
@y est de classe C! sur R et @/ = ¢ ne s’annule pas sur R. Donc (Dg] est de classe C! sur @y(R) et

et strictement croissante sur R.

1
(@) = ———.
O} oDy’

Mais alors f est de classe C! sur R et pour tout réel x,

o ) 1 B @l(x) _ o)
FOx) = (o 4 1) ) > T o) £ 1))~ D405 (o) £ 1)) 90"

f est de classe C! sur R et pour tout réel x, f/(x) =

b) La fonction f est toujours continue sur R.

Notons V le voisinage de f(x¢) considéré dans I’énoncé. Puisque f est continue en xg, il existe un voisinage U de x¢ tel
que si x est dans U, f(x) est dans V.

Le travail précédent reste presque entiérement valable : f est continue sur R, de classe C' sur U privé de xo et pour x

@(x)

@(f(x))

@ est continue en xp et donc, quand x tend vers xg, @(x) tend vers @(xo) > 0. D’autre part, @(f(x)) tend vers
©(f(x0)) = 0 en restant strictement positif. On en déduit que

dans U et différent de xo, on a f'(x) =

lim f'(x) = +o0.
X—Xo

D’aprés un théoréme classique d’analyse, on peut affirmer que f n’est pas dérivable en xo mais que la courbe représen-
tative de f admet au point d’abscisse xo une tangente paralléle & la droite (Oy).

4) Soit € > 0.

M| =

a) Puisque . lirjl @(t) = o0, il existe un réel a tel que, pour t > a, on a @(t) >
— +00

b) Notons tout d’abord que, pour x réel donné, puisque J'i(x) @(t) dt =1 > 0 et que @ est positive, on a nécessairement
f(x)
f(x) > x (si f(x) < x, alors J e(t) dt <0).

X

vx € R, f(x) > x.
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Soit alors x un réel supérieur ou égal & a. On a ainsi a < x < f(x) et donc

f(x) f(x) 1 1
= ewaez [ L ae= Dt —x) = 2t - %,
et donc
00—l <.

On a ainsi montré que

Ve >0, JaeR/ (Vx €R) (x > a=[f(x) —x| < e),

et donc que

lim (f(x)—x) =0.

X— +00

Ceci montre que

la droite d’équation y = x est asymptote a la courbe représentative de f en 4o0.

1

- et —u tendent vers 7 quand u tend vers 0, on peut trouver un réel ¢’
u —u

strictement positif et strictement plus petit que { tel que

5) Soit € > 0. Puisque les expressions 0

LS IS S BN
[ T SV IS

Puisque ¢ tend vers £ quand x tend vers +oo, il existe un réel a tel que, pour t > a,ona{—¢’ < @(t) <L+¢'.

Soit x un réel supérieur ou égal & a. Puisque f(x) > x, on a

f(x) f(x) f(x)
({—¢’) dt SJ @(t) dt =1 SJ U+e')dt = (f(x) —x)L+ ),

xX

(f(x) =)t — &) = J

xX

et donc

! <flx)—x <

1o = _m(puisque€—£’>0).

Par définition de ¢’, on a encore

1 1
Ef£<f(x)fx<f+£.

On a montré que

1 1
V5>O, EQGR/(VXER), (XZG:>Z*E<f(X)*X<E+£),

et donc que

XEI_POO(f(X) —x) = %

On en déduit que

1
la droite d’équation y = x + - est asymptote & la courbe représentative de f en +o0.

4
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6) a) Soit (x,y) € R?.

Y —y
(x,y)er (:)J' e(t)dt=1 (:)J @(—u) (—du) =1 (en posant u = —t)
& @(u) du=1 (car @ est paire)
—vy
@ (_ya_x) S r

Donc

V(X,y) € RZ, ((X,U) el = (_ya_x) € r)

b) On en déduit que

la droite d’équation y = —x est axe de symétrie de T. I

Partie IV :

1) Pour tout réel x, @(x) = (x2 — 1)2. @ est continue sur R, strictement positive sur R \ {—1,1} et s’annule en —1 et 1.
Enfin lirf ©(x) = +oo. La fonction ¢ vérifie donc les hypothéses du probléme.
X— +00

2) e Puisque @ est continue sur R, est strictement positive sur R\{—1, 1} et s’annule en —1 et 1, la question I11.2) montre
que f est continue et strictement croissante sur R.

e Puisque lirf @(x) = 400, la question I111.4)b) montre que lim f(x) = 400 et que la droite d’équation y = x est
X— 400

i
x—1»+oo
asymptote & C en +o0.
e Puisque @ est paire, la question II1.6) montre que la droite d’équation y = —x est axe de symétrie de C.
e Par symeétrie par rapport a la droite d’équation y = —x, on a aussi lim f(x) = —oo et la droite d’équation y = x
X— —00
est asymptote & C en —oco.

1 2 7
e Il existe un réel xo et un seul tel que f(xo) = 1. Comme fé(tzfﬂz dt = - — 3 +1=1——=<1l,onaxy <0

5 15
7 1

et comme J'(])(tz —1)? dt =201 — ﬁ) = % > 1, 0on a xp > —1. On trouve encore floé(tz —1)2 dt =1,004... > 1 et
J'y st =12 dt=0,9... < 1 Donc

0,6 < xo < —0,5.

De méme, Il existe un réel x7 et un seul tel que f(x7) = —1. Comme fj 8(t2—1)2 dt=1,3...> 1et f:} 7(t2—1)2 dt =

0,7...<1,ona

-1,8<x1 < —1,7.

D’aprés la question II1.3)b), C admet une tangente paralléle a (Oy) aux points (x1,—1) et (xo,1).
e ¢ s’annule en —1 et 1 et d’aprés la question III.3)a), C admet une tangente paralléle a (Ox) aux points (—1,f(—1))
et (1,f(1)), ces points étant bien siir les symétriques des points précédents par rapport a la droite d’équation y = —x.

Voir graphique page suivante.
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