Corrigé du Premier probleme page 1/4
Partie A.

f(t)=e".cos(t)
-7 37

1.Etudier, sur l’intervalle [7,7] , les variations de la fonction f .

D= R, f est continue, dérivable d’apres les théorémes généraux ; f’(t)=-e"(sint+cost)

T -2 -1l 4 Anid inf 2

£°(t) + 0 - 0+

£E 0
0 / : \‘ ﬁe-am/l
2

2. Exprimer f(t+ 2kn) en fonction de f{(t) pour ke Z,ette [g,%}

=4

f(t)

En déduire les variations de f sur I:%+ 21(%,377c + 2k71::|

f(t+2km) _ e_zkn
f(t)

sont identiques a celles ci-dessus, mais les 2 extremums sont multipliés par e™*"

4 s - o -T 3n
: les ordonnées sont multipliées par e " >0, les variations sur |:7+ 2kn,7+ 2kn:|

et v(t)=-e™;(C)et(Cs) leurs courbes

3. Soient u et v les fonctions définies sur R par : u(t) = e "
représentatives dans un repere orthonormé\O, 1, j) . Soit encore (C) la courbe représentative de f dans

(OI]) Déterminer les points d’intersection de (C) et (C;) puis de (C) et (C>) ; que dire alors de la
limite de la fonction f en —eo.

(ON(C,)) : cos(t)=let=2kn ; y=e=*"
(C)N(C,) : cos(t)=—l & t=m+2kn ; y=—e 2

Posons u, ==2kmw et v, =—m—2k7 ;limu, =—co etlimv, =—co ;sifadmet une limite L en — oo alors
k—yo0 k—oo

f(uy) et f(vy) admettent la méme limite finie L or ces 2 limites sont * oo
donc f n’admet pas de limite en —oo.

4. Comparer les tangentes a (C) et (C) aux points d’intersection trouvés a la question précédente ; faire
de méme pour (C) et (C3).

(ON(C,)) : t,=2kn ; y, =e~" ;sur (C) y, =—e*", de méme sur (C,)

(ON(C,) : t, =n+2kn ; y, =—e " ;sur (C)y, =™, de méme sur (C,)

donc dans les 2 cas les tangentes sont identiques. ( les équations des tangentes ne sont pas demandées)

S.Etudier la limite de f en +oo.
u(t) <f(t)<v(t) ‘ . .
limu(t) = limv(t) =0 = lgonf(t) =0 d’apres le théoreme « des gendarmes »
+oo +oo
3n

6.Utiliser ce qui précede pour représenter graphiquement (C), (C;) et (C2) sur I:%,?] .On pourra
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-7 b -3n
. L . 4 o 4 o 4 o -
utiliser les valeurs numériques suivantes: € =0:46 e? =219 e® =009 e =004
- T -3n
e2 =021 e2 =481 e? =001 V2 =141

Il faut étre vigilent sur I’extremum en —7/4 , les intersections avec Ox en /2 , I’intersection de © et
(C1) en 0 ; le reste ne peut guere étre distinct.

LIV L
7.Pour tout entier naturel k on pose :a, = |2 e”'.cos(t).dt Calculer cette intégrale (on pourra
+kn
2

utiliser deux intégrations par parties).

» L I LI
onpose u=e~ et dv=cos(t)dt ..... a, = [ sm(t)r I 2z e .sin(t).dt ;
——+kn
—t . —f+(k+ DL +(k+1)n
onpose u=e~ etdv=sin(t).dt....a, = [e s1n(t)] + [— e cos(t)T a,
—7+(k+1)n

le 2™ crochet est nul et donc 2 a, = [e sm(t)]

cette expression dépend de la parité de k :

) ] 1l Z-tsnpn Tk ] ] ) —1| Z-xspn Tk
si k est pair : ak=5 e’ +e? et si k est impair : ak=7 e’ +e?

) ) DY Tar x| e? +e? )k
Enresume:ak=( ) e? +e? =—.(—e”)
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8. Montrer que (an )neN est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.

-7 K

ER
D’apres la question précédente (ai) est une suite géométrique, a, = —5 etq= (— e'“)

9.On pose: Yke N , b, = |ak| ; calculer s = Zbk en fonction de n, puis étudier la limite de (sn)
k=0
quand n tend vers +oo . Interpréter géométriquement ce résultat.

- T - T
e? +e? [ k N e? +e? .
b, =——1I\e est une suite géométrique, b, =a,=———— et q=e
k 2 0 0 2
- =
e? +e? l—e™¥hm L L
S, = 5 o comme somme de termes consécutifs d’une suite géométrique.
—e
-tz
2 2 T /2
_ . . e’ +e 1 e"+1 e
Comme 0<e™ <1=>lime™™"" =0=>lims, = —_—=
n—seo n—seo 2 1—e e"—1 2

(la derniere expression n’est pas exigée)
Ce nombre représente la somme des aires des parties limitées par la courbe et I’axe Ox.

Partie B.
=e”! t
(e [0,+°°[ x=e~ cos(t)
y =¢e”"sin(t)
10. Déterminer les vecteurs vitesse V(t) et accélération A(t) a la date t.
{)/(t) : x'(t) = e [~sin(t) = cos(t)] K(t) : x"(t) =2e™".sin(t)
y'(t) = e~ [~ sin(t) + cos(t)] y"(t) =—2e~".cos(t)

11. Exprimer ||OM(t)| en fonction de t.

Hoﬁt) =

—>—>J — - —

12. Démontrer que I’angle ¢ = (OM,V que fait le vecteur OM(t) avec le vecteur vitesse V(t) a la date

t est constant et en donner une mesure.
—_— -
det| OM,V

—_— >

V2 OM.V -2

= e = 7 et cosQ=
HOM

sin@=

-

— -
OM|||V |V

3
et donc ¢ =—
? 4

13. Donner une équation polaire de la courbe puis la représenter pour t € [0,27:[.

(On ne demande pas d’étude supplémentaire)

Equation polaire : p=¢™"

On demande juste un tracé point par point, au vu des résultats ci-dessus.



Page 4/4

0.3

0.25 1

D2 04 0B ng 1

Partie C.

Soit E = R?, muni de sa base canonique. Pour tout réel t, on appelle F, I’endomorphisme de E dont la
e'cos(t) —e™' sin(t)J

matrice dans la base canonique est : M, =| _ .
e sin(t) e~ cos(t)

14. Déterminer la nature de Fy,.

0 —-e”
15.Montrer que F, est la composée de deux endomorphismes simples de E, dont on donnera les éléments
caractéristiques. (On peut utiliser soit le cours d’algébre linéaire, soit les complexes)

M . [cos(t) —sin(t) et 0 o cos(t) —sin(t)
= e o ==
‘ sin(t)  cos(t) 0 e sin(t)  cos(t)
et F, apparait donc comme produit d’une homothétie de rapport e et d’une rotation d’angle t .
Avec les complexes : 2 =x’+1y’ = e [( x.cos(t) - y.sin(t) ) + 1.( x.sin(t) + y.cos(t))]
=¢e" [x( cos(t) + i.sin(t) ) + y( -sin(t) ) + i.cos(t) )]
=¢" [x( cos(t) + i.sin(t) ) + 1.y (cos(t) + 1.sin(t) )]
= e [cos(t) + i.sin(t)] (x +i.y)

- e—n O f e ( -7 )
M, = « | = Fr estI’homothétie de rapport |-

méme conclusion.

16. Soit F = {E ,te R } : ensemble des endomorphismes F,, quand t décrit R. Montrer que la
composition des applications, notée o, est interne sur I, puis montrer que (F, o) est un groupe
isomorphe au groupe (R, +).
M, xM,=M,,, = F oF =F_, etdonc laloi o est interne ; on vérifie facilement que la loi o est
associative, que Id = F, est I’élément neutre, et que (Ft)'1 = F... (Bien sir la démonstration par transport de
structure sera acceptée)
M:R— F

t —— F; est un morphisme (voir ci-dessus) , ¢’est aussi une bijection : surjective par construction,

o e 'cost=e"cosu » o . o
etinjectivecar: M, =M, = F =F, = _ ) = e ' (cost+isint)=e™(cosu+isinu)
e sint=e™"sinu

et les 2 complexes ont donc méme module et méme argument : t =u
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Corrigé du deuxieme probleme

0 0
M, : ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels ; 6= (0 OJ la matrice nulle, et 1= ( 0 J

la matrice unité .On rappelle que (M3 , + , .) est un espace vectoriel réel et que (M> , +, X ) est un anneau.

Partie A.
A est une matrice fixée de M, différente de I et ©, on considere I’application f de M, vers lui-méme définie
par: f M {(M)=MxA-AxM

1.Quelle est la dimension de M, ? (On ne demande pas de justifier cette réponse)

dim M, =4

2.Montrer que f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel M.

Pour toutes matrices M et N de M, et tout réel k :
f(kM+N)= (kM+N)X A - AX kM+N)=". .. =k.f(M) + f(N)
d’autre part f{(M)e M,

3. S0it K={Me M2| AXM=MxA }. Montrer que K est un sous-espace vectoriel de (M , + , .).
K est le noyau de f, donc est un sous-espace vectoriel.

4.Montrer que I et A appartiennent a Ker f.
f()=0=>IeKerf ; f(A)=6=>AeKerf

5. Montrer que Ker f est stable pour la multiplication des matrices, c’est a dire
Ae KerfetBe Kerf = AxBe Kerf (La démonstration sera détaillée)
fIMXN) = (MXN)XA - AX(MXN) =(MxXN)XA - (AXM)XN :associativité de X

=(MXN)XA - (MxA)XN :car Me Ker f
=(MxXN)XA -Mx(AxN) : associativité de X
=(MXN)XA -Mx(NxA) :car N e Kerf
=(MxN)XA - (MxN)xA :associativité de X
= 0 donc MxNe Kerf

6.Montrer que (Ker f, +, X ) est un anneau.
Ker f est un sous-espace vectoriel donc un sous-groupe additif : on a aussi démontré que Ker f est stable

pour la multiplication, et que 1€ Ker f , donc Ker f est un sous-anneau de M,

Partie B.
) 0 1 a )
On pose maintenant A = 01 et M= b d une matrice quelconque de M .
7.Calculer f(M).
-b a+c-—-d
apres calcul f(M) = b b

8.a) Montrer que Ker f est le sous-espace vectoriel engendré par I et A.

a C
Me Ker(f) SM= =al+cA o Me Vect(l,A)
a+c—d=0&d=a+c 0 a+c

donc Ker f = Vect (I,A)
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8.b)Trouver une base de Ker f et préciser la dimension de Ker f ainsi que le rang de f.
(ILA) est donc générateur de Ker f, reste a montrer que (I,A) forme un systeme libre :

X Yy 0 0
0 x+y 0 0

donc (I,A) est une base de Ker f, dim (Ker f)=2 et dim(Im f)=rang f = 4-2 = 2 (théoreme du rang)

9. Déterminer A" pour tout ne N*,
On calcule A% = A et par une récurrence évidente A" = A

10. Soit N = x.I + y.A un élément de Ker f ; déterminer N" pour tout ne N*.
I et A commutent de facon évidente, donc xI et yA aussi ; on peut donc utiliser le bindme de Newton.

ifn) . i ) fin) o n
N" =(xI+yA)" =Z(.]x‘y"'IIIA““ or A" =Asin<Idou N" =[Z(_}X‘ " l}A+( J.x“.l
i

i=0 izo \ 1 n

enfin: N" =x"[+[(x+y)" —x"].A

11.Résoudre dans Ker f I’équation : N° = 1.

2 _
2 x’ y2+2Xy Xz_l
N° = 5 5 =01y +2xy=0
0 (x"+y) )
(x+y) =1

de (1) on tire x=1 ou x=-1; de (2) on tire y =0 ou -2 si x=1 et y=0 ou 2 si x=-1 ; on vérifie les 4 couples dans
(3) ; les 4 solutions sont donc I, -1, I-2A et —-I+2A

Partie C.

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, 3) . On désigne par s I’application de (P) vers lui-
méme qui au point m de coordonnées (x , y) fait correspondre le point m’ de coordonnées (x’, y’), définies

{x'= X=2y
par:y |
y=-y

12. Calculer s o s , puis reconnaitre s et préciser ses éléments caractéristiques.

sos=1d, éventuellement en observant que la matrice de s est I-2A est solution du 11°, sinon calcul simple.
s est donc une symétrie, le point O est invariant de fagon évidente.

On trouve comme invariant la droite y=0, c’est a dire Ox (1 bissectrice)

On cherche les vecteurs transformés en leur opposé€s dans I’endomorphisme associ€ (il a la méme
expression), on trouve la droite y=x, ¢’est a dire la 1°° bissectrice.

s est donc la symétrie par rapport 2 Ox, de direction la 1% bissectrice.

13.S0it A le projeté orthogonal de m sur Oy ; trouver I’équation y = F(x) de I’ensemble des points m du

plan vérifiant la relation : Am.Om'=4; Etudier la fonction trouvée, construire cet ensemble, avec ses
asymptotes.
X X -2y 0y —(x) —(x-2y) — — ) x> =4
m ;m' ;A ; Am| ; Om/ ;AmM-Om'=x(x=2y)=x"-2xy=4=>y= =F(x)
y -y y 0 -y 2x

1 2 ) L. ) ) ) , .
F(x)= EX —— ; Dp=R* | F est continue, dérivable sur R*, impaire , sa courbe admet la droite d’équation
X

y= x/2 comme asymptote oblique.
x> +4
2x

F(x)=
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b (0 2

Flix) .

Fix) >
3 //,_/—/?

14.T" le cercle de centre O et de rayon 1 du plan (P). Déterminer une équation de son image I" '= s(T" ).

. . X'=x-2y | X =x-2y' . .

x2+y2=1estI’équationde I'; { | ; inversons : .~ car s est involutive.
y=-y y=-y

Alors I’équation de T est : (x’-2y’)2 + y2=0, en oubliant les ‘prime’ : x* + 5y — 4xy = 0

15.50it (O, 1, j) un nouveau repere orthonormé direct tel qu’une mesure de ’angle (I,i) soit le réel o..
Ecrire les formules de passage de (O, ?, 3) a (O, T, j) , c’est a dire exprimer les coordonnées (x, y) d’un
point dans (O, Y, 3) en fonction des coordonnées (X , Y) de ce méme point dans (O, T, j)

X =cosa.X —sin .Y

C’est une question de cours : .
y =sina.X +coso.Y
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16.Trouver une équation de I' ° dans (O, i, j) en fonction de cos 2 Q. et de sin 2 .
(cosa.X —sino.Y)? +5(sin 0. X +cos oY)’ —4(coso.X —sin oY )(sin 0. X 4+ cos .Y ) =1
(cos o+ 5sin o —4sin a.cosa)X> + (sin oL+ Scos o+ 4sin a.cos o)y +
(8cosce.sin o +10cos asin . — 4cos® o+ 4sin® o) =1
(1+4sin? 00— 2sin 20X + (1+ 4cos? o+ 2sin 20)Y 2 + (4sin 20— 4 cos 20)XY =1
(3—2cos20—2sin 20()X2 +(3+2cos 20+ 2sin 20()Y2 +4(sin 20t — cos 20)XY =1

( . 2 l=cos2a ) 1+cos2oc)
sin“ o =" 5 cosT o=

o -
17.0n suppose maintenant oL = g , donner une équation de I"’ dans le repére (O, ,J ) s en déduire la

nature de la conique I"’ et préciser ses paramétres a et b. Tracer 1"’ dans le repere (O,}, 3)

On pourra utiliser : 34242 = (\/E+ 1)2 et 3-22= (\/5—1)2
o= g = cos2a =sin20 = g ; ’équation devient : (3— 2\5)}(2 + (3+ 2\/5)‘(2 =1

X? Y? X? Y?
soit encore : + =1 5+ =1

1 JZ ( I Jz T (ae) (o)

V2-1) \V2+1

on trouve donc : a=\/§+1 et b=\/§—1.






