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corrigé Analyse
1) lim ¢.¢n3t = lim t.fn?t = 0 sont des limites usuelles. x et y sont donc continues en 0 pour .

t—0t t—0

2) t — t et {n étant dérivables ( et méme de classe C*°) sur |0, +00|, = et y sont dérivables ( C*°) sur |0, +o00|
comme produit, et on a : |Vt > 0, 2'(t) = n?(t).(3+ (nt)|; |Vt > 0, y'(t) = n (t).(2+ ¢nt)| Le signe de

2’ et ' est alors donné par les tableaux suivants :
t |0 e? 1 +00 t |0 e 1 +00
I I T I
/() - 04+ 0 4+ y'(t) + 0-0 +
3) Le tableau de variations de = et y est donc :
1 1
t 0 e_? ; 1 +00
x x x
0 . +00
) \ . s /O
__3/ 62
e
: -
y S 6_2\ / h
o3
o — 0

4) Soit u au voisinage de 0. Comme 1 +u ~ 1 et /n(l +u) ~ u, on a par produit d'équivalents :

(1+u)ln31+u) ~ 1L.u® donc |z(1 +u) ~ u?|.
2

De plus y(1 +u) = (1 + u)ln?(1 +u) = (1 + u). (u Nt o(u2)) = (14w (1-2+o0(u) dou

y(1+u) =v? (1 +u).(1 —u+o(u) =u* (1l —u+u+o(u)) soit |y(1 +u) =u?+ o (u?)|
Le seul réel ¢y annulant f’ est ¢y = 1 donc seul le point f(1) ( a savoir (0,0) ) est un point singulier de I'arc.
Or au voisinage de t = 1 on a, d’apres les calculs précédents :

f) =t —=1)%00,1) + (t —1)°.(1,0) + o ((t — 1)°)

Comme (0,1) et (1,0) ne sont pas colinéaires, et 2 étant pair et 3 impair, le point singulier est
point de rebroussement de premiére espéce et un vecteur directeur de la tangente est 7.

@]
t 1 t t
5)Vt>0,&:—.0na: lim &: lim&:()
xz(t) Int t—too x(t)  t—0+ x(t)
On peut conclure que I'arc possede une branche parabolique de direction (0x) au voisinage de +occ.
y(t) —y(0)

Comme lim = 0, les sécantes passant par le point f(0) ont une position limite

t—ot+ x(t) — x(0)
donc I'arc possede au point f(0) une demi-tangente définie par y = 0 et x < 0.
6)a) Soitt >0.0na:z(t)=y(t) < (Int—1)n%*t)=0&t=1lout =e.
C N A est donc constitué de f(0), f(1) et f(e), a savoir le point O et le point de coordonnées (e, e).




6)b)

—1

1

7) Zo(z) = / t*dt, soit : | Zo(x) = — (x> —1)|,
1
On calcule Z;(x) par intégration par parties ( ¢t — t**! et ¢n étant de classe C! sur |0, +o0o[ donc sur |1, z[) :
tatl * T gatl q
Zy(z) = nt| — / —dt
a+1 1 , a+1t

l.a+1

= 1 . 1\’ 1\ 1
Dol : | Zy(x) = a+1€nx— o 120(36): puis :Z;(x) = (a+1> + [— (a+1> + a+1€nm] ot

8) De la méme facon, on intégre par parties Z,.1(z) (fn""! est de classe C! ) :

1 ta—f—l z 1 z n4+1 1
A CER] [a+1” ()L CE TS
"l . 1 1 In"(x
d'ou la relation | Z,,11(z) = _Q—HZ"(x) + P f)') at1

9) On procede par récurrence. L\
Pour n € N, on note P(n) la proposition : " Z,(z) = ( > —

IOH‘l”
a+1

Pour n = 0 le membre de droite de |'écriture ci-dessus donne : —QLH + o9
P(0) est vraie.
Supposons P(n) vraie pour un entier naturel n fixé.

1 -1 \""! n o =1 "R k() 1 In"(z)
lors : 7 _ _ Lt a+1 a+l
Onaalors : Zna () a+1{(a—|—1) LEO(OH—l) I +a—|—1(n—|—1)!x

1 n+2 n 1 n+2—kz€ k 1 n+2—(n+1) Inn+1
c'est-a-dire : Zn+1(gj) = ( > _ [Z (_> nld(l’) Ia+1—( ) n—@xa—kl

i —1 \""F k()
k=0 \ & + 1 k'

1 l.aJrl

, ce qui est bien Zy(z). Donc

Oé+1 k=0 Oé+1 Oé"_]. (n—i—l)'
donc P(n + 1) est vraie.
Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

n
10) Soit (ag, . ..a,) € R™. Posons : p: x +— Y apx”.
k=0
T T n
x / p(fnt)t™ dt est une primitive de g : = +— p(¢nx)x®. Or pour x > 0, / p(Int)t* dt = Zak.k!.Zk(x).
1 1 k=0
D’apres I'expression trouvée dans la question précédente, 7 est a une constante pres dans Nfﬂ C NZ-
N, est stable par combinaison linéaire donc on obtient I'existence d'une primitive de g qui soit élément de N, ;.

11) (By) &y = %y & y(x) = Ne®® avec X € R.

Les solutions de () sont donc les fonctions du type | — Az® avec A € R|
12)a) exp est de classe C? sur R a valeurs dans ]0, +o0| ol & est de classe C.
Donc k = exp oh est donc de classe C? sur R.

De plus : |Vu € R, k' (u) = e“I/(e*) et k" (u) = e“ I (e¥) + e** 1/ (e¥)




12)b

V:c)>)0, 221" () + (1 — 2a)x.h (z) + ?h(z) = 0 & Vu € R, e®.h"(e*) + (1 — 2a)e™.h/ (e*) + a*h(e*) = 0,
puis : Vu € R, e* . h"(e") +e".I/(e*) —2ae®. W (e*) + a?h(e") = 0 & Vu € R, k' (u) — 2a k' (u) + o?k(u) =0
12)c) 2" — 2a 2’ + a*z = 0 est une équation différentielle linéaire du second ordre homogene dont I'équation
caractéristique 2 — 2ar + a? = 0 a pour racine double r = a.

Dot : [I(\, p) € R?  Vu € R, k(u) = (Au + p)e™
12)d) On effectue le changement de variable : z = e¢* < = = ¢nu avec (z,u) €]0, +oo[xR.

On obtient donc : 3(\, 1) € R?, Vo > 0, h(z) = (AMlnx + p)e*® = (Mnz + p)z®

L’ensemble des solutions de (F) est donc bien N1

13)a) (Po P)(y) = P(z.y/ — ay) = x.(xy — ay) — a(zy —ay) = 2.(y + 2.y — ay) — az.y + o*y.
Dot :|(PoP)(y) =22y" + (1 —2a)z.y + o’y =0| D'ot P*(y) =0y € N

13)b) Pour n € N*, on note Q(n) : " I(ayg,...,a,_1) € R, P"(y) = 2"y +Zakx gy

On a P'(y) = xy’ —ap.y avec ap = « donc Q(1) est vraie. Supposons Q(n) vraie pour un entier naturel n fixé.

Ecrivons donc : P"(y) = 2.y Z ay 2*.y*) D'autre part on pose, par commodité, a_; = 0.

Or: P""l(y) = P(P"(y)) = =™ y(”“) + na"y™ + Z ap ("FLy*D 4 gk y®)) — aP(y), d'ou

PO (y) = gt g(nt1) 1 i by, ¥ .y™*) avec b, = n—éian_l etpour 0 <k<n—1,b=(k—1)ap+ar
Comme (by, ..., b,) € R”J,:OQ(H—F 1) est vraie. Par le principe de récurrence, Q(n) est vraie pour tout n € N*,

13)c) On procede une fois encore par récurrence. Pour n € N*, on pose : R(n) : "P"(y) =0 & y e N7t ”
R(1) est vrai d’aprés la question 11. Supposons R(n) vraie pour un entier n € N* fixé.

Dot P""H(y) =0« P"(P(y)) =0« P(y) = (ap + a1lnz + ...a, 1n"1x)z* avec (ao,...,a,) € R".
En utilisant la méthode de la variation de la constante ( y = )\( )z®), on aboutit a :

N(z)z* = (ag + alnz + ... ap_1In"'z)2® soit X(z) = L(ag + arlna + -+ ap_1In""'x).

Donc : A(z )—a+a0€nx+2a1€n2x+---+%an,1€n”x( R),

puis : y = (a+ Y ag—1nFz)z®, d'ot R(n+ 1).
k=1



Bareme Analyse

question 1 : 1 point

question 2 : 2 points (dérivées) + 2 points (signe)

question 3 : 2 points

question 4 : 2 points (z) 42 points (y) + 1 point (nature) + 1 point (schéma)

question 5 : 1 point (deux limites) + 1 point (branche infinie) 4+ 2 points (demi-tangente)
question 6a : 2 points

question 6b : 3 points

soit : Partie 1 : 22 points

question 7 : 1 point (Zy) + 2 points (Z;)
question 8 : 3 points

question 9 : 3 points

question 10 : 3 points

soit : Partie 2 : 12 points

question 11 : 2 points

question 12a : 1 point (classe) + 2 points (dérivées)
question 12b : 2 points

question 12c : 2 points

question 12d : 1 point

question 13a : 2 points

question 13b : 2 points

question 13c : 2 points

soit : Partie 3 : 16 points




Corrigé du probleme d’algebre

1) e Supposons A, , non vide. || existe donc p € N* tel que exp(2imnpa) =1 i.e. npa € Z.

Il existe donc q € Z tel que : @ = i. « est donc bien un nombre rationnel.
np

e Supposons a € Q. Il existe (p,q) € Z x N* tel que : o = P Dou : exp(2imnga) = exp(2imnp) = 1 donc
q

q € Ay, et A, n'est pas I'ensemble vide.
Onadonc: A,, #0 <= acQ.
2) Soit p € N*. On a : exp(2imnpa) = 1 & [exp(2imnpa)]”" = 1 < exp(2irnp(—a)) = 1.
Doupe A, o< pe€ A, _,, soit encore A, , = A, _». Donc : min(A4,, o) = min(A4, ), i.e. p(a) = p(—a).
3)SoitpeN*.Ona:pec A, &pc A, & npla| €.
Or a # 0 donc |a| > 0 et par conséquent comme (p,n) € (N*)?, on a : nplal > 0.

1 N r
Dou:pe A, e npla e N It e N np- =t

s

puis:p € A, < It e N npr=ste It eN dn'pr =ds't. Commen#0,d=nAs#0.
Dou: pourpeN* peA,, < 3t e N, pn'r=ys1t.
4) Or p.n'.r = §'.t = [¢' divise (p.n.1)].
OrrAs=1doncrAs =1 Deplusn’As=1.Dou: (n.r)As =1
On applique alors le théoreme de Gauss : s divise p. Ainsi : p € A, == Jk € N* | p =5k
Donc A, , C {s'k /k € N*}, d'oti min(4,,) > 5"
) = exp(2imn’.r) = 1 donc ' € A, ,.

Or 21 =)= 2imd.n’.s'.
exp(2imns S) exp(2ird.n’.s T

S

Dot ¢ = min(A,,) i.e. |p(a) =

nAS
5) La matrice nulle, élément neutre pour |'addition des matrices, n'appartient pas a J.
J n’est donc pas un sous-espace vectoriel de M3(C).
0
0

010
6)Ona:N'=7;N'=[0 0 1];N?=

000 0
On a d'autre part : Jy, = Al + N. Or AI et N sont deux matrices de I'anneau M3(C) qui commutent donc la

01
0 0];Vp=>=3, NP =0 (matrice nulle)
00

p
formule du bindme de Newton peut &tre utilisée et s'écrit : Vp € N, (J,)” = 3 (7) (AM)"~" N

D'oli pour p = 2 : (Jy)P = NPT + pAP N 4 22l o2 2
pour p = 0, le membre de droite de I'égalité ci-dessus est [ : c’est bien (J,\)O
pour p = 1, le membre de droite vaut A\l + N : c'est J,.

Donc : Vp € N, (Jy)’ = up.l +v,.N + w,.N? avec | u, = AP, v, = pAN~! w, = 1@)\”_2
7) Soit p > 2. Par la structure d'espace vectoriel de M3(C), S, est égal a :

(Xp: 2—?) I+ (Ep: %A’H) N+1 (zp: %Aka) N2

k=0 k=0 k=0
p\k Pk Pok(k—1
cest-a-dire ( > = | I+ > AN )N+L (Y g)\k*2 N2, soit encore :
& k! o F = K
p )\k P )\k*l ) ( P )\k‘*Z ) p Ak p—1 Ak p—2 )\k
S, = ) I+ —— | N+32 N2:< —>I+< —>N+l( —)N?.
g (Zk') (El(k:—m :\ & -2 Sw) T\ S e\ Ew
: 1 p o \k
On obtient donc : Vp > 2, S, = z,.] +xp_1.N + Exp_Q.NQ avec: |Vpe N, z, = /Q)F
Tp Tp-1 %ﬁp—Q
8) PourpeN,ona:S,=10 =z, 1,4
0 0 Tp

A

Comme la suite  converge vers ¢*, on obtient donc : | .S = ¢*

OO =
O ==
— ol




9) Si f est définie sur R, alors g est encore définie sur R a valeurs complexes.

Donc ¢ est bien une application de £ dans F.

Soient (f1, f2) € E? et A € C. Soit & un nombre réel quelconque.
Ona:p(fi+Af2)(z)=(fi+Afo)(x+2m) = filx +2m) + (N\.fo)(x + 27) = fi(z + 27) + . fo(z + 27)
d'oli : o(f1 + A.f2)(x) = @(f1)(@) + Ap(fo)(@) = (0(f1) + Ap(f2)) (@).

Comme z est quelconque, on obtient : ¢(f1 + A.f2) = ¢(f1) + A.po(fa).

On a donc prouvé que ¢ est un endomorphisme de FE.

10)a) f € E, & F(ag, a1, ...,a,) € C" Ve e R, f(z) = (ap + a1 + . .. a,z™)e'*®

ie.: f€E,s Iag,ar,...,a,) €C Vr eR, f(z) = ap.fo(z) + -+ an. fulx)

ouencore : f € B, & ag,ay,...,a,) €C" | f=ag.fo+ -+ an. fo.

On adonc: E, = {ag.fo+ -+ an.fn/ (ag,a1,...,a,) € C"1}.

Autrement dit, £, est le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille F = ( fi)o<k<n-

Montrons que cette famille est libre :

Soit (ag, ay, ..., a,) € C"* tel que : ag.fo + -+ + an.fr = [0]

On adonc:Vx € R, (ap + a1z + ... a,z")e"™* = 0.

Or:VreR, e £0,dol:VreR, ag+ a1z +...a,2" = 0.

Le polynéme ag + a1 X + --- + a, X" possede donc une infinité de racines ( tous les réels) : c'est donc le

polyndme nul. Par conséquent : ag = a; = --- = a,, = 0, ce qui prouve la liberté de F.

F est ainsi une famille libre et génératrice de F,, : F est une base de F,,.

10)b) E,, est I'ensemble des combinaison linéaires des éléments fy, fi, ..., fn. Donc le sous-espace vectoriel
somme F, + vect(f,) est I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments fy, fi, ..., fni1 : C'est donc

E,1. Ainsi a-t-on : | E, 1 = E, + vect(f,)|.

k
11)a) Soit x € R. On a : o(f)(7) = fr(x + 27) = (x + 2m)keia@H2m = S~ (ﬁ) (27)k—Pgpe2inagion
p=0

k
d'ob : p(fi) = 2 () @m)Frer ™ f,

p=0

11)b) Soit (ag, ai, ..., a,) € C"™. Comme ¢ est linéaire : (Z ak.fk) = > ap.o(fr).
k=0 k=0
Or pour tout k € [0,n], ¢(fr) est une combinaison linéaire d'éléments de F, donc : Vk € [0,n], ¢(fx) € E,.

Comme E,, est stable par combinaison linéaire, > ax.p(fx) appartient a E,. On a donc : ¢(E,) C E,.

k=0 -
12) D’aprés la question 11a, on a : ¢(fo) = e*™. fy et pour k € [1,n], p(fr) = ™. fi, + 2kme®™ . fi_1 + Iy,
avec hy, € vect((f,)o<p<k). La matrice de m relativement a la base F est donc la matrice ( d'ordre n+1 = cardF)
suivante :

1 270 % ... ... *
0 1 Adrm
M = p2ima 0 0 1 6r
*
O 0 1 2nm
o ... ... ... 0 1

13) On a : det ((m)?) = [det(m)]”. Or det(m) = det(M) = e* ("D comme produit des éléments diagonaux
d'une matrice triangulaire d’ordre (n -+ 1). Le résultat cherché est donc : |det ((m)P) = e2m(n+1pa

B
(n+1)As
(m)P est un endomorphisme de déterminant 1 et c'est la plus petite puissance (non-nulle) de m qui donne cette
propriété.

15)a) On a (cf. question 12) : m(fy) = e*™f,. D'otr : (m — e*™.id)(fo) = fo i.e. £(fo) = [0].

15)b) Soit k € [0,n — 1].

On a (cf. question 11) : m(fri1) = 2™ fry1 + 2(k + 1)me® ™. fi, + hy_1 avec hy_;1 € vect((fp)o<p<r)

d'ou E(ka) = 2(:1{3 + 1)7T62i7ra.fk + hk—l-

14) Pour |p = ( avec s dénominateur positif dans I'écriture irréductible de «),




On adonc ¢(fr11) € vect((fp)o<p<k) i-€- £(fr+1) € Ej et la composante de £( fi..1) selon fy, est : 2(k + 1)we ™.
15)c) Or Ejy1 = vect(fry1) + Ex. Comme ((fri1) € Ey et £(Ex) C Ey ( ¢ est un endomorphisme de Ey),
par linéarité de ¢, on a : Vk € [0,n — 1], {(Exs1) C Eg

Posons, pour k € [0,n], R(k) : "¢*1(E}) = {[0]}".

Or Ey = vect(fy) et £(fo) = [0], donc ¢(Ey) = {[0]} : R(0) est vraie.

Suppsons pour un entier fixé k € [0,n — 1], la proposition R (k) vraie.

Ona: (F2(E,) = (- (U(Eryy))) C OHH(E).

Dot : (**2(E)4 1) = {[0]}. R(k + 1) est donc vraie.

Par le principe de récurrence, toutes les propositions R (k) sont vraies pour k € [0, n].

15)d) Posons, pour k € [0,n], P(k) : "*(fi) = k! (2m)Feikme fo7.

°(fo) = fo et 0! (2m)%*™*0 = 1 donc P(0) est vraie.

Supposons pour un entier k fixé dans [0,n — 1] la proposition P (k) vraie.

Avec les notations précédentes, on a : £(fry1) = (2(k + 1)we* ™) . fi + hy_1.

D’ou, par linéarité de (¥, on obtient : (*1(fiyy) = (2(k + 1)me?™) L%(f) + 0% (hy—1)

On a donc : (K71 fy) = [2(k + 1)me? ™. (k)!(2m) e? ] fo + [0] = ((k + 1)!(2m)kTe2iktDme)

Donc P(k+1) est vraie. Par le principe de récurrence, toutes les propositions P (k) sont vraies pour k € [0, n].
15)e) "(f,)(0) = n! (2m)"e*"™ est un nombre complexe non-nul donc ¢™(f,,) # [0].

Par linéarité de ¢, on obtient : £"*1(f,) = n! (2m)"e*"™ ™ ((fy) i.e. £"T1(f,,) = [0].

16) Comme E,, est de dimension n + 1 et que la famille B est constituée de n + 1 vecteurs de E,,, il suffit de
prouver que la famille en question est libre :

Soit (ag, as, - ..,a,) € C"* tel que : ag.fn + a1.l(fn) + - + an"(f) = [0] (%).

Posons, pour k € [0,n], Q(k) : "ax, =0".

En appliquant I'application ¢™ a (%), on obtient : ag.0"(f,) = [0]. Comme ¢™(f,) # [0], on a ay = 0.

Donc Q(0) est vraie.

Supposons pour un entier k fixé dans [0,n — 1] les k& + 1 propositions Q(0), Q(1), ...,

Q(k) vraies.

Onadonc: Y a,.P(f,) = [0]. On applique £"~*+1) 3 cette égalité et on trouve :
p=k+1
apr1-L"(fn) = [0] d'ol agy1 = 0. Q(k + 1) est donc vraie.
Par le principe de récurrence, toutes les propositions Q(k) sont vraies pour k € [0,7n]. Donc la famille B est
libre. Comme elle comporte (n + 1) vecteurs, c'est une base de F,,.

17) Pour k € [0,n—1], €(¢*(£,)) = O*+1(f,) et €(€"(f,)) = [0]. D'ois : My, (£) =

0
0 1
0 0 . 0 O
18) Or my, = £ + €*™.4d. Donc : Mg, (my) = Mg, (¢) + e*™.1,, soit :
e2ima ] 0 . 0
0 621'77(1 1 0
M/ _ 0 0 2iTa
: 0
0 2T 1
0 0 0 2T




>
(@]
(a]

(@)
>~
O .
O

e}
e}
>

19) J,41 est I'ensemble des matrices de la forme : J, = _ _ | avec A de module 1.

0 o »
0o ... ...

(]
> = O

La matrice M’ trouvée précédemment appartient a J,, ;1.

L'application o — M’ est donc bien a valeurs dans J,, 1.

Or pour A de module 1 et &« = = Arg (\), on a : 2™ = X donc J, = M’, ce qui montre la surjectivité voulue.
P 2 ATg q J

Bareme Algebre

question 1 : 2 points
question 2 : 2 points
question 3 : 2 points
question 4 : 3 points

soit : Partie 1 : 9 points

question 5 : 1 point
question 6 : 2 points ( puissances de N) + 3 points
question 7 : 3 points
question 8 : 2 points

soit : Partie 2 : 11 points

question 9 : 2 points

question 10a : 1 point + 2 points

question 10b : 1 point question 11a : 2 points
question 11b : 1 point

question 12 : 3 points

question 13 : 2 points

question 14 : 1 point

soit : Partie 3 : 15 points

question 15a : 1 point
question 15b : 1 point
question 15c : 2 points
question 15d : 2 points
question 15e : 2 points
question 16 : 2 points
question 17 : 2 points
question 18 : 1 point
question 19 : 2 points

soit : Partie 4 : 15 points
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