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Corrigé

Premier probléme

1

o 1
1. Lorsque z tend vers 0 par valeurs négatives, —— — +oo, e ¥ — +oo, — — +oo et
x x

f(x) —> +oo. La fonction f n’est pas continue a gauche en 0, donc n’est pas dérivable a

gauche en 0.
. . C 1
Lorsque # — 0", il y a indétermination ; posons X = —— ; alors X — —oo ,
x

f@) = X%" = 0 (croissance comparée). De lirf)l+ fx) = f(0), on déduit que fest continue
Tr—>

A droite en 0
1L f@-f0) __y

e’ > 0, ce qui montre
x x—0

Pour z >0, en posant comme ci-dessus X = —

que |f est dérivable a droite en 0 et que f;(0) = 0|.

1

1 - . )
2. Lorsque z - Feo, — —> 0 et e * =1 ;donc lim f(z)=0, ce qui montre que ’axe des
€ T—>too

abscisses est asymptote a (%) lorsque z — tco.

On a vu que lim f(x) = +oo, ce qui montre que ’axe des ordonnées est asymptote a (%)
z—0"

La fonction f est indéfiniment dérivable sur R* comme produit et composée de fonctions

-1 -1 -1
. , - — — ’ 1— 2:1)' _
qui le sont et f'(2)=—e® +—e?® ;|f (@)= e
x x
D’ou les variations de f:
f + + 0 _

+o0 / 4e72
f . / \




Auteur du Sujet : M. OURY ; Lyceée Victor HUGO - Besangon

6r—4 — 1-2¢ — 6% — 6z +1 —
e+ e? fliary=———F—e?".
T

8. Ona,pour z#0 : f(x)=—"=

"

3+/3
6

On en déduit que f”(z) est du signe de 6z — 6z +1 qui a pour racines T =

3-3
6

etz, =
D’ou :

3—\/§(U-|3+\/§ N

e fest convexe sur |—oo
i| ) 6 L 6 )

(So)

13-v8 3+43]
e fest concave sur ,
Jo6 76 |
Pour z = 3 _6\/§ etx = 3 +6\/§ , on a un point d’inflexion car f” s’annule et change de

signe.

4. La demi-tangente en O est horizontale.

4exp(-2)

II

5. Pour 0<z <l,ona: fx)>0.

11 1
Comme 1'unité graphique est de 2 cm, 'aire demandée est .7 (h) = 4]} — exp (——j dx .
Lz x

-1 1 _
En posant v = —l, on obtient : .7 (h) = 4J. 1/he“du ; ainsi |7 (h) = 4(——6 Uhj cm?|.
T - e
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6. Lorsque h tend vers 0 par valeurs positives, e /" tend vers 0 ; donc l'aire cherchée est :

lim o/ (h) = 4 cm®|.
Tr—2-0 e

II1

7. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire, sans second membre.
, 1-2 1-2 1 2 1 .
Pour x #0,0ona: y = Qxy ;dej Qxdx:j(—Q——jdx:———Zlnlxl,ondédmt,
x x ¥ x x
1

pour z >0 : y:ﬂexp(—l—Zlnx)zl% (Ae R) et
x x
1

pour x <0, yz,uexp(—l—ﬂn(—x)):,ue—Q, (ue R).
x x

8. Supposons que y soit solution sur R de ’équation (E). Elle est solution sur R’ , donc il
1

T
existe une constante A telle que Vx>0 y(x) = /16—2;
x

De méme, elle est solution sur R”, donc il existe une constante u telle que
1

x

V<0 y(ﬂ:)z,ue2
T

Le fait que I’équation (F) soit vérifiée pour = =0 entraine y(0)=0.
Comme fest dérivable a droite en 0, y est dérivable & droite en 0.

Comme fn’est pas dérivable a gauche en 0, y n’est pas dérivable & gauche en 0, sauf si
u=0.

1
e’r .
Ainsi, il existe un réel A tel que y(z) = A 2 siz >0,

0 si z <0

1

x

Réciproquement, soit y la fonction définie par y(z) = ’12_2 si2>0 o4 A est une

0 si z <0
constante réelle. Cette fonction est dérivable sur R et l'on a :
Ve #0 ny'(x) +(1-2x)y 2 =0, puisque les restrictions de y & R’ et & R* (prendre
4 =0) sont solutions de (F).
De plus, y & dérivable a droite en 0 (y = Af ) et elle est aussi dérivable a gauche en 0
(fonction constante) et 'on y; (0) =y, (0) = 0. Donc y est dérivable sur R et puisque

0y’ (0)+(2x0-1)y(0) =0, y est solution sur R.



9.
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1

e’ .
La solution générale de (E) sur R est donc définie par |y (z) = ’17 sL2>0] ou 4 est
0

si z <0

une constante réelle.
IV

La fonction f est indéfiniment dérivable sur R* comme produit et composée de fonctions

qui le sont.
P (x) = :
10.En posant P,(X)=1,ona f” @) = Ox—fe”’ et en posant P () =1—2z, on a bien
1
’ P (r) —
f )=~ f e *,ou P est un polynome.
x
1
il exi P, @ -,
Supposons qu’il existe un polynoéme P, tel que Vz #0 f™ (1) = :c%”f; -
Pl — - P - 1
alors Vo # 0 f(”+1) (r)=—"%5—5e*+Ph, (:1:)[—(271 +2) x_(2"+3)]e T+ e ¥ —, soit
x T T
, -1
1), TPl@ =2(n+1)aP, (@) + P, (@) —
f (z) = 212 er -

11

12.

Posons P, () = 1:2Pn' () +[1-2(n+1)z] P, (x> ; alors P,,, est un polynéme (somme et

) P @ .
produit de polynémes) et 1'on a : f("+1) () = %, ce qui prouve, par récurrence, que
x

1
L P () —
Vn e N, il existe un polynéme P, tel que |Vx #0 [ = mzm e’

De plus, on a vu que : |P,,, (2) = 2°P, (x) +[1=2(n +1)z] P, ()

n

.On a vu queet que|Pl(a:)=1—2x‘

De la relation précédente, on déduit : pour n =1 P, (x) = 2°P/(x) + (1 —4z) P, (z) ; donc

P, (x) =1-6z + 627 ;

Y

pour n=2 P, (x) = 2 (—6+12x)+(1—63:)(1—6x+6x2) ; donc

Py () = 1-122 + 362° — 242°
Pour n=3 P, (x)=2"(-12+ 72z - 722") + (1 - 82)(1 - 122 + 362° — 242" ) ; donc

P, (x) = 1—20z + 1202 — 2402" +1202"

De I'examen des polynémes F, P, P,, P;, on peut formuler ’hypothése de récurrence

suivante : P, est un polynome de degré n, de terme constant 1 et de coefficient dominant
4, = (1) (n+1)! ;
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De P, (x) =a,z" + Q@) avec Q€ R, _, [z], on déduit, en utilisant la relation (1) que :

P, @ =" (na,a"™" + Q'(:I:)) +[1-2(n+1)z](a,2" + Q) =a, (n—2(n+1))z"" +Q, @)
avec d°(Q,) <n+1 ; donc le coefficient dominant de P,,, est —a, (n +2) = (=1)""" (n +2)! ;
de plus P,,,(0)=0-P/(0)+ P, (0)= P, (0) =1, ce qui montre que :

Vne N, P, est un polynéme de degré n de coefficient dominant (-1)" (n +1)! et de terme

constant 1.
B Lt
13. De g(z)=e *, on déduit ¢ (x) =—e * = f(@), soit ¢' = f.
T

Par suite, les fonctions étant indéfiniment dérivables sur R”, ( g')m) = f(”H) , Soit

g(n+1) — f(n) )

14.0n rappelle que si u et v sont n fois dérivables sur un intervalle I, alors wv 1’est aussi et

n (T
que (u)™ = Z(k]u(k)v(n—k) .

k=0

15. La formule de Leibniz donne, puisque les dérivées d’ordre supérieur a 3 de z? sont nulles :

n+1

d 9 (n+1) , [ntl ) n+l (n-1) y o
W(xf(m))zf @z + ] @ 2+ 5 f (x)-2+0 ;dou,

22 f @+ 2(n + D) af ™ @ + (n+ 1) nf" D @) = f7 .

2 1 1
P () 2z(n+1)P () nn+1)P_ x| — P () — )
Donc : [ T ( 2n-+)—2 —+ ( )277 a=d }e T =—55e ", soit

P (x)=P,, ) +2(n+1)zP, ) +n(n+1)z’P, , (x) ou
P, =[1-2(n+1)z]P, ) —n(n+1)z°P, , (x)
16. Par différence des relations (1) et (2), il vient : |Pn' (xy=-n(n+1)P,_, (a:)‘
17.En dérivant la relation (1), il

vient : P,y (1) = 22P;] () + 2* P ) + P (0 [1=2(n+ 1) z] = 2(n +1) B, (@), soit
2P ) +(1-2nz) P () - P () -2(n+1)P, () =0 ;

d’ou, compte tenu de P/, () =—(n+1)(n+2)P, (z), il vient :

2?P/ () +(1-2nz) P, (x)+n(n+1)P,x)=0
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Probléme 2

18.  Supposons que AQ; (X)+ A4Q, (X)+ 4,05 (X) =0

En remplacant X par a;, on obtient : 4Q; (a;,) =0 et, comme @, (a;)#0,0ona: 4 =0 Vi,
ce qui montre que la famille (Q,,Q,,Q;) est libre.

19. Un calcul élémentaire donne :
P(1)=LF(3)=0,F(5)=0
B(1)=0.P,(3)=1,B(5) =0
P,(1)=0,P,(3)=0,P(5) =1

20.

Les résultats obtenus au 14.) s’appliquent : la famille (P, P, P;) est libre.

Puisque cette famille libre comporte 3 vecteurs de R, [X] et que R,[X] est de dimension
3, la famille (P, P,,P;) est une base de R, [X].

21. Un calcul simple donne :
2
px)=B_xiX 15 5 3
8 8 8 8
2
3 1
PQ(X)=—§+£—X— D’ou la matrice |[A=| -1 — ——
4 2 4 2 2
3 X X 111
By(X)=o-T+— 8 4 8
8 2 8
22.  Cette matrice est inversible, comme matrice de passage d’une base & une autre base.
x a’
Pour calculer son inverse, résolvons le systéme A|y |=| ¢ |, ce qui donne
z o

- Besangon
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8 4 8
r=2+y +72 11 1
Aprés calculs, on obtient : <y =2+ 3y" + 92 Dou:|A" =1 3 9
z=1"+5y +257 1 5 25
23. Comme F; # 0, la division euclidienne par F, est possible et

P(X) =P (X)Q(X)+P(X) avec d’(P) <3

Pour tout couple (P, P,) de polynémes et pour tout couple (4,4,) de nombres réels, on a :
R (X)=R(X)Q (X)+R(X) d&(R)<3
Py (X)=R(X)Q,(X)+ B (X) d'(B)<3

D'ou 4P, (X)+ AP, (X) = By (X)(AQ, (X)+ 4@, (X)) + [ 4B (X) + 4B, (X)]

Or &' (45 (X) + 4B (X)) <Max(d° (B).a (132)) < 3, ce qui montre que le reste de la

division euclidienne de A4 P, (X)+ AP, par B, est 4P (X)+ 4P, (X)

Donc f(AB +4PB)=A4f(P), + Af(B,), ce qui prouve que application f est linaire.

24. 1l est immédiat que Im f < R, [X].
De plus, si P est un polynome de 7, alors f(P)=P car P=F,(X)-0+ P avec d"(P)<3.,
ce qui prouve que R,[X]c Im f
Finalement : (Im f = R, [X]

25. PeKerfo f(P)=0, ce quisignifie que : P(X)=F,(X)Q(X), ou Q est un polynéme
quelconque
Ainsi [Ker f = (B, () Q(X)/ Q(X) < R[X]} = By (X)E[X]

26. Commed°(]5)<3 f(ﬁ)=]3,soitf(f(P))=P VP e R[X] ou |f* = f], ce qui

montre que f est un projecteur.

L’application f est donc la projection sur Im f = R, [X] parallélement &

Ker f = B (X)R[X].
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27. Puisque Pe T, P se décompose de maniére unique sur la base Z de R,[X].
Donc : P(X)= AP, (X)+ 4B (X)+ 4P (X)
On en déduit : P(1)= AP, (1) =4 car B,(1)=0et P,(1)=0 ;
P(3)=4P(3)=4 et P(5)=ALP(5) =4
En outre P(X) =P, (X)Q(X)+ P(X)
Comme P,(1)=F,(3)=P,(5)=0,0na: P(1)=P(1),P(3)=P(3),P(5)=P(5)
Donc : |[P(X)=P(1)P(X)+P(3)B,(X)+P(5) P (X)

28.  Puisque A est la matrice de passage de la base % ala base 27, A" est la matrice de

passage de # a % .
On obtient donc inverse de A en décomposant 1, X, X* sur la base (P, P, Py).

En utilisant la relation précédente, on obtient, en donnant a P les valeurs 1, X, X? :

1=P (X)+ P (X)+ P (X) 11 1

X =P (X)+3P(X)+5F(X) On retrouve : [A™ =1 3 9

X? =P (X)+9P(X)+25P (X) L5 25
II

29.Un calcul simple prouve que (M —I)(M —3I)(M —51)=0. Comme M et [ commutent
pour la multiplication (MI = IM), le produit des autres facteurs obtenus par permutation

sont égaux au produit précédent. Les différents produits sont donc tous nuls.

30. Par définition, E est le sous espace vectoriel engendré par (I M, M? )

13 12 0
81. Remarquons qu’on a : M* =12 13 0
0O 0 9

La relation zI + yM + zM* =0 donne :
r+3y+132=0
20 +122=0.
z+3y+92=0
En retranchant la premiére équation a la derniére, il vient z =0, puis y =0 et enfin 2 =0.
La famille (I, M, MQ) est donc libre.

Puisqu’elle est génératrice de E, c¢’est donc une base de E.

Par suite : F est un espace vectoriel de dimension 3.
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32. Pour tout couple (e, a,) de réels et pour tout couple de polynomes de R, [X] :
P (X)=a, +bX +¢X>

B (X)=ay+bX + X2 e
(4P (X) + &P, (X)) = (a0, + 050,) + (04by + aoby) X + (e6y + @y5) X°
D’ou :

Py R (X) + B (X)] = (enay + @yay) I+ (aady + by ) M + (a1, + ey ) M
= (a1[+b1M+clM2)+ o, (aZI + b, M + cZMQ) ; donc :

@ (P, + a,Py) = 4@ (P), + &, P (P,), ce qui montre que @ est linéaire.
Puisque @ transforme la base 1, X, X? en la base (I, M, MQ), ® est bijective.

Ainsi : ® est un isomorphisme de R, [X] sur E.

1= B (X)+ B (X)+ P, (X)
33.En 28), on a montré que {1 X = P (X)+ 35 (X)+5P(X)
X? = B(X)+9B (X)+25P(X)

e(1)=2(R)+2(H)+2(h)
L’isomorphisme @ montre que : |§ ®(X)=®(P,)+3P(R)+5P(P5)
D(X*) =@ (P)+9P(B)+250(P)

I =B +B,+D,
D’ou |y M =B, +3B, +5B;
M? = B, + 9B, +25B;,

34.Par définition des B;, on a :

B = B (M) =< (M =31)(M =51)

By = B, (M) = = (M = 1) (M = 51)

By = B, (M) = (M = 1)(M =31)

Comme dans le produit (M —I)(M —3I)(M —5I)|, on peut permuter les facteurs, on a :

B,B, = —%(M—I)(M—B[)(M—M)(M ~51)=0(M-5I)=0

De méme, on a immédiatement : |B;B; =0 si i # j




