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Epreuve spécifique de Mathématiques.

Corrige analyse.

|
1 L’application f est produit et composée de fonction C* donc est C”.
VxeR, f (x) 3exp(—x2) 6x2exp(—x2)= (3—6x2)exp(—x2) f’(x) est du méme SIgne que3 —6x2 qui

s’annule en qui est positif sur ] — [ et négatif sur ]—oo, [U]—=, +oo[
J_ J_ J_ J_ J_ J_
. _ Jxz - . -
Si — =3——- donc a pour limite 0 en +oo donc si f a pour limite —1 en +oo
e e
— 2
Si x<0 3xexp(—x?)= SX)E =3 \{X_ donc a pour limite 0 en +oo donc si f a pour limite —1 en —o
e
D’ou le tableau de variations :
X | El i =
V2 V2
L) - 0 0
f(x) -1 \’ -1

La droite y=—1 est asymptote en +oo et en —oo.

2 "(x)=—12xexp(-x)—-2x(3-6x2)exp(—x2)=(12x°~18x)exp(—x?). "(x) s’annule en changeant de

signe en 0 donc le point d’abscisse 0 de C; est un point d’inflexion.

3. L’équation de la tangente au point d’abscisse 0 est y=f *(0)(x—0)+f(0)=3x-1.
Soit g(x)=3x-1. f (xX)—g(x)=3xexp(—x?)—1—(3x-1)=3x(exp(—x?)-1) Pour tout x de R* exp(-x?)<1
car x>0 donc exp(—x2)—-1<0 pour tout x de R* donc f(x)—g(x) est du signe contraire a x donc
change de signe en 0. On retrouve que Cradmet un point d’inflexion au point d’abscisse 0.

4,

5 3 5 10

y

5a fest C* sur R donc admet en 0 des DL jusqu’a n’importe quel ordre.
4 4
b exp(-x2)=1-x2+ X? +o(x*) donc f(x)=3x(1-x2+ X? +0(x4))—1:—1+3x—3x3+g X°+0(X°).
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2

N n . .
6. Une primitive de x— est x—>n|n(|x| )—x2 donc les solutions de H, sur les deux domaines

d’intégration sont les applications de la forme x—>7»exp(n|n(|x| —x2‘)=7b|x|n exp(—x2) ou A est un réel

quelconque.

Sur ]0,+oo[ les solutions de H, sont de la forme x—Ax"exp(—x2) ou A est un réel quelconque.

Sur ]-oo, O[ les solutions de H, sont de la forme x—a(-1)"x"exp(-x2) ol o est un réel quelconque. Si
on pose A=(-1)"a les solutions de H, sur J—oo,0[ sont de la forme x—Ax"exp(—x2) ot A est un réel
guelconque.

7. x— —1 est une solution évidente de E,. Donc les solutions de E, sur les deux domaines d’intégration
sont les applications de la forme x—>Ax"exp(—x2)—1 ol A est un réel quelconque.

8. Analyse : Soit f définie de classe C* sur R et solution de E, sur R. Donc f est solution de E, sur les
intervalles ]—o, O[ et ]O, +oo[ donc il existe a et A tels que : Vx>0 f(x) =Ax"exp(—x?) et ¥Yx< 0 f(x)
=ax"exp(-x2) donc x>0 f *(x) =A(nx™=2x™") exp(—x?) et ¥x<0 f ’(x) =a(nx"—=2x""*) exp(—x?)
Sinzl Iir})] f'(x)=0= Iir(r)] f'(x).

Sin=1 lim f'(x)=r et lim f'(X)=a donc comme cette limite a gauche et a droite doit étre égale a
x—0" x—0"

f’(0) alors on doit avoir A=q..

Réciproquement : si n=1 alors I’application f définie sur R par f(x)= Axe™—1 est bien définie de
classe C* sur R donc C* sur R et est bien de la forme des solutions sur ]0, +o et ]0,+oo[*

VxeR f’(x)=r(e™-2x2™) donc f(0)=A et f(0)=—1 donc 0f *(0)—(1-2x0)f(0)=(-1)x(-1)

=1=1-2x0 donc f est solution en 0 donc sur R.

Si n>2 Soit o et A 2 réels quelconques Soit f définie sur R par: f(0)= -1
Vx>0 : f(x)= =Ax"exp(—x2)-1, Vx<0 : f(x)= =ax"exp(-x2)-1. f est bien de la forme des solutions de E,
sur ]0, +oof et ]—oo, Of et f est de classe C* sur O, +o [ et sur J—o, O[. De méme que précédemment f
est solution en 0. De plus Iirgl f(x)=-1= Iir(r)] f (x) =f(0) donc f est continue en 0.

X—

vx>0: f7(X) =X =2x") exp(—@) et Wx<0: f*(x) =o(nxX™-2x™") exp(=x?) donc Iirp+ f'(x)=0= Iirg] f'(x)

comme f est définie continue sur R d’apres le théoréme de Lagrange on a : IingL;(O)
X—> X —

=0 donc f

est dérivable en 0 et sa dérivée est égale a 0.
comme lim f'(x)=f’(0)= lim f'(x) alors f est continue en 0, donc f est de classe C" sur R.
x—0" x—0"

i
9. f,(0)=-1<0 fn(1)=§—1 comme e<3 on a f(1)>0.
e

10. ¥x20 f, (X)=(3nx""-6x"1)e=3x""(n-2x2)e™ . Donc f, (x) est du méme signe que n-2x2 donc

n
, n e n e X" (x?)?
s’annule en E est positif si x< E et négatif sinon = ——— donc tend vers 0 donc f,(x)

x2 X
e

tend vers —1 en +oo d’ou le tableau de variations suivant :

X 0 n +00

2

f'(x) +

0
f(x) [-1 T n \ -1
f( \E )
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. . . n I n
f est continue et strictement croissante sur [0, \/;] donc est une bijection entre [0, \/;] et
n n n n TR n .
f([0, \/;]) = [-1, f(\/;)] Or O<1<\/; donc 0<f(1)<f(\/;) donc 0 appartient a ([0, \/;]) donc il
. . n o .
existe u, unique de [0, \/;] tel que f(u,)=0 comme f(u,)=0<f(1) comme f est une bijection strictement
croissante u,<1. On montre de méme qu’il existe v, unique de [ 2 ,+oo[ tel que f(v,) car f strictement
o . n
décroissante et continue sur [ 2 ,Fool.
donc pour tout n de N n>2 il existe u, et v, uniques qui annulent f et tels que : un<1<\/§<vn'

o . n . .
11 (Vy)ns2 €St minorée par la suite (\/;)nzz qui diverge vers +oo donc diverge vers +oo.

12

a) fo(uy)=0donc 3ure " =1donc ™" =——.
3u,

n+1

b) fra(x)=3x""e -1 donc fr.y(uy)=3u" e ™" ~1=3 3” — —1=u,-1<0 car u,<L.
u

n

it

e . . . 1
c) Or f.1 est une bijection strictement croissante sur [O,T) donc comme f,.1(Un)<O0= frya(Unsa)

donc un<un.; la suite (u,) est strictement croissante.
d) (uy,)est croissante et majorée par 1 donc est convergente vers I<1.

a) (=0 <3t"e " -1=0=3t"e =1 In(3t"e™)=In(1)=0=In(3)+In(t").In(e ™)=0
<ln (3)+nIn(t)-t2=0<g,(t)=0.

b) On aIn(3)+nIn(u,)-u,2=0 car f,(u,)=0<g,(u,)=0. Si (u,) converge vers I=1 alors (In(u,) ),converge
vers In 1<0 et(un? )converge vers 12 donc (nin(u,)) diverge vers —o donc ((In(3)+nIn(u,)-u,?).
diverge vers —o ce qui est impossible car elle vaut toujours 0 donc I=1.

c) Onaln(3)+nin(un)-u,>=0 donc In(3)+nIn(1+w,)—(1+w,)?>=0 donc en utilisant le D.L de
In(1+x) jusqu’a I’ordre 1 [ In(1+x)=x+0(x)] on a In(3)+n(w,+0o(Wy,))-1-2w,—wn2=0 donc

w_n n
W, (n—w,+0(1)-2)=1-In(3) donc n =
n(n-wo(d)-2) ®) 1-In3 n-w +0()-2

1-1n3
).

donc tend vers 1 si n tend vers

+o0 donc la suite (w,) est équivalente a (

v
14

—t2
a) g etysont C*sur]0, +oof. V>0 gz’(t)zé— 2t = 2(1-t9

donc g,’(t) est du méme signe que 1-t2

donc est négatif sur ]1, +oo[ et positif sur ]O, 1[. y’(t)=1-t2 donc est du méme signe que g,’(t).

en +oo gz(t)ztz‘(l?—z3 + ZIP—: -1).0r (I?—ZB + ZIP—Zt —1) apour limite —1 en +oo donc g,(t) a pour
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limite —oo en +oo y(t) @ méme limite en +oo que —t* donc a pour limite —co.

en 0 In(t) tend vers —oo In(3)-t2 tend vers In(3) donc In(3)+2In(t)—t2 tend vers —o tandis que y(t)
tend vers 0 d’ou le tableau de variations :

0

+00

< |X([X|

+
- D
T

|«

—00
—00

5
olwlN <T~Jon—\
H

y’ +

b) En 0 x tend vers —o et y tend vers 0 donc la droite y=0 est asymptote en t=0
en +oo X et y tendent vers —o. On forme :

e . 1-t 11
y(®) = 3 = t— 3t =t 3t donc tend vers +. La courbe
x(t) In3+2Int-t2 t Int Int

2
In3+2—-1 In3+2—-1
tz t2
admet une branche parabolique de direction Oy.

. . . 2
c) x’(1)=0=y’(1) donc M(1) est un point stationnaire. Vt>0 x"(t) = —t—2—2 et y"(t) = -2t de méme
4 .
X (t) =5 et y® (t)=—2 donc le vecteur M"(1) a pour coordonnées (—4,—2) et est non nul donc

p=2 et M ® (1) a pour coordonnées ((4,-2) donc n’est pas colinéaire & W(l) donc g=3. Onaun

point de rebroussement de premiére espece et la tangente est dirigée parW(l) .
15

foe



16
a)

b)

17

b)
i)
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Epreuve spécifique de Mathématiques

Corrige algebre.

Soit 6=a+bi avec aeR et be R &°=(a+bi)?>=a?-b?+2abi donc §?=-3+4i si et seulement si
az—h?=-3 2a2=2
a?—hb?=-3 a=letbh=2
2ab=4 &1202=8<
2ab=14 oua=-leth=-2

a2+b2=[6]2=|-3+4i|=+9+16 =5  |2ab=4

donc les racines carrées de —3+4i sont 1+2i et —1-2i.
Le discriminant de U(X) est (1-2i)>-4(-2i)=1-4i-4+8i=—3+4i. Donc les racines de U(X) sont :

—1+2i+1+2i . —1+2i-1-2i
Zl:f:ZI et Zz:f = —1.

Si z=x+yi avec x et y réels U(z) =z2+(1-2i)z-2i=(x+iy)?+(1-21) (X +iy)—-2i=x2—y?+2ixy+x—2ix+iy+2y—-2i
= (XZ—y2+x+2y)+i(2xy—2x+y-2). La partie réelle de U(z) est x2—y2+x+2y et sa partie imaginaire est
2Xy—2X+y—2.

U(x+iy) est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle donc si et seulement si

) . 1.1 . .
X?—y?+x+2y=0 donc si et seulement si (x+§)2—z—(y—1)2+120 donc si et seulement si

1 2
(X+E)

L =02
(2y (Zy
V3 V3

2
réduite de type _X_2+E =1 d’une hyperbole de centre le point C de coordonnées (—%, 1)
a

(x+%)2—(y—1)2= —% donc si et seulement si — =1 c’est I’équation

équilatere avec a=b=% donc I’excentricitt e est égal a \/E car si
242
2 2 4 4 8 c_ 43
c=+a?+h?2 = (—)2+(—)2:\/ == et e=—=Y2 =./2 Les asymptotes
GRS

— 4 — =
3 3 3 a 2

V3

sont les premiéres et deuxiémes bissectrices dans le repére (C, J ,1 ).

U(x+iy) est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle si et seulement si 2xy—2x+y—

. . . . 1
2=0 si et seulement si (2x+1)y=2x+2 donc si et seulement si X;t_E et
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2X+2 2x+1+1 1 . . 1
y= = =1+ donc si et seulement si x #— et y-1= .
2x+1 2X+1 2X+1 2 2X+1

Soit A le point de coordonnées (—%,1) Soit R’ le repere (A, %T, j). Soit (X, Y) les

R ——

coordonnées de M dans R’ alors AM =X%T +Y ] Or AM a pour coordonnées (x+%, y-1)

1 1 . 1
donc x+§ = 2 X et y-1=Y donc X=2x+1 et Y=y-1 donc I'; a pour équation dans R ’Yzy.
C’est donc une hyperbole de centre le centre de R’ et d’asymptotes I’axe de X et I’axe de Y

donc les droites x=—% ety=1.

........................

18 Soit Py et P, deux polynémes de C[X] Soit o de C Soit Q1(X) et Ry(X) les quotient et reste de la

division euclidienne de P,(X?) par T(X) alors. Soit Q,(X) et R,(X) les quotient et reste de la division
euclidienne de P,(X?) par T(X) donc: deg (R: (X))<deg(T) et: deg(R.(X)<deg(T(X)
et :P1(X2)=Q:(X)T(X)+Rs( X) et P(X2)=Qx(X)T(X)+Rz( X) donc (aP1+P2)(X2)=aP1(X?)+P(X?) =
a(Q1(X)T(X)+R1(X))+Q2(X) T(X)+R2(X)=(c:Q1(X)+Q2(X)) T(X) +aR1(X)+R(X).
Or deg(aR;(X)+Rx(X))<sup(deg(aR1(X), Rx(X)). Si a=0 alors deg(aR;(X))=—o0 <deg( Ry(X)<deg(T(X). Si a0
alors deg(aRy(X))=deg(R;(X)<deg(T(X)). Donc sup(deg(aR1(X), R2(X))<deg(T(X)) donc aR;(X)+R(X)
est le reste de la division de oaP;(X?)+P,(X?) par T(X) et aQ:(X)+Q.(X) son quotient.
Donc  f(aP1(X)+P2(X))=aQ1(X)+Q2(X)+X(aR1(X)+R2(X)) =a(Q1(X)+XR1(X))+Q2(X)+XRo(X) =
af(P1(X))+f(P2(X)) donc f est linéaire.

19 Soit P (X) un polynéme de C,[X]. Soit p son degré. On a donc : p<n P(X?) est de degré 2p. Soit
Q(X) le quotient de la division euclidienne de P(X?) par T(X) et R(X) son reste. Or
deg(R(X))<deg(T(X))=n donc deg(XR(X))=deg(X)+deg(R(X))=1+deg(R(X)<n.
deg(Q(X))=0 si 2p<n et a 2p-n si 2p=n or 2p—n<2n-n=n donc dans tous les cas deg(Q(X))<n. Or
f(P(X))=Q(X)+XR(X) donc deg(f(P(X)))<sup(deg(Q(X)),deg(XR(X))<n donc f(P(X)) appartient a
C,[X] Donc f, va bien de C,[X] dans C,[X] de plus la restriction d’une application linéaire est une
application linéaire donc f, est bien un endomorphisme de C,[X]

20

f(1)=0+Xx1=X car 1=0xT(X)+1 et Q(X)=0 et R(X)=1. Si P(X)=X P(X2)=X2=1xX2+0 donc ici
Q(X)=1 et R(X)=0 donc f(X)=1. Si P(X)=X2 P(X?)=X"=X2xX2+0 donc ici Q(X)=X2 et R(X)=0 donc
010
f(X2)=X2 donc la matrice Aest lamatrice: |1 0 O
0 01
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1 00
b) A=0 1 0| donc f,=id I’application identité donc f, est une symétrie vectorielle. Elle est
0 01
bijective et son application réciproque est elle méme.
21 U(X)=V(X)=(X=i)(X+i)(X=1-i)(X+1+i) (car les racines de V(X) sont 1+i, —1-i, i, —i) donc

U(X2)=T(X)(X=i)(X+1+i) donc Q(X)=(X=i)(X+1+i) et R(X)=0 donc f(U(X))=(X=i)(X+1+i).

22 Si P=1  P(X)=1 1=0xT(X)+1 donc Q(X)=0 et R(X)=1 donc  f(1)=X
Si  P=X  P(X)=X2 1=0xT(X)+X2 donc Q(X)=0 et R(X)=X2 donc f(X)=X*
Si P=X2  P(X)=X'=(X-1)(X*+X*+a)+X2-aX+a donc Q(X)=X-1 et R(X)= X>~-aX+a
donc (X3 = X-1+X(X%—aX+a) = X*-aX’+(a+1)X-1. Si P=X alors PX % = X ° =
(a-1+X=XHX) (XC+X+a)+H2at)X-aX+az+a donc Q(X)= (-a-1+X-X2+X%) et R(X)= (2a+1)X>-aX+a*+a
donc f(X%)= (-a—1+X-X2+X?) +X((2a+1)X>—aX+a2+a)= (2a+2)X3+(-1-a)X2+(1+a2+a)X—a—1. Donc

00 -1 -a-1
0 a+l a+l+a?

la matrice de f; sur la base canonique est B=
0 -a -a-1

01 1 2a+2

23 Pour calculer le déterminant de f; on calcule le déterminant de B.
Pour calculer le déterminant de B on développe suivant la premiere colonne

0 -1 -a-
-1 —a-
doncdetB=-0 —a -—-a-1= —‘ j (on développe suivant la premiére colonne donc
1 1 2a+2

det(B)=—[-(-a-1) —-(-a-1)(-a)]= —a—1+az+a=a2-1.

24. f 3 n’est pas bijective si et seulement si det(f;)=a?~1=0 donc si et seulement si a=1 ou a=-1.

0 0 -10
. . 1 0 0 1
25. Si a=-1 donc f; a pour matrice .
00 1 O
01 1 O
i)
Si P=a+hX+cX2+dX® donc f3(P)=—c+(a+d)X+cX2+(b+c)X® donc f(P)=0 si et seulement si
-c=0
c=0
a+d=0
0 sqa=-d.
C=
b=0
b+c=0
Donc ker f;={a(1-X®)VaeR} et une base est le vecteur non nul 1-X°.
i)

Kerf; est de dimension 1 donc d’apres le théoreme du rang Imf; a pour dimension
dim C4[X]-1=4-1=3.0r (1 X, X2, X* ) base de C5[X] donc (f3(1), f3(X), fz(X?), fs(X*)) forme
une partie génératrice de Imf; or f3(1)=f3(X°) donc (fs(1), f3(X), f3(X?)) forme une partie
génératrice de Imf; donc une base de Imf; car c’est une partie génératrice ayant autant
d’éléments que la dimension de Imfs.
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iii) Deux sev sont supplémentaires si la réunion d’une base de I’un et d’une base de I'autre
forme une base de E=C* donc si (1-X°, X, X3 -1+X2+X*) base de C,[X]. La matrice de ces 4

1 0 0 -1
polyndmes sur la base canonique est la matrice M : 0 (1) g 1 pour calculer le
-1 01 1
déterminant de M on développe suivant la  deuxiéme colonne  donc
1 0 -
det M)=|0 0 1= —‘ 0‘ =—1+#0 donc base. (On a développé suivant la deuxieme
-1 1 1

ligne). Le noyau et I’image sont supplémentaires.
v

26 Si P(X) est de degré p avec 2p<n P(X?) est de degré 2p<n=deg(T(X)) donc P(X2)=0xT(X)+P(X?)
donc F(P)=XP(X?)=0 donc P n’appartient pas au noyau de f.

27 Si P appartient a Ker f alors Q(X)+XR(X)=0 avec Q(X) et R(X) qui sont respectivement le reste et
le quotient de la division de P(X?) par T(X) donc Q(X)=—XR(X)
donc P(X?)=—XR(X)T(X)+R(X)=R(X)(-XT(X)+1) et deg(R(X))<deg(T(X))=n car R(X) est un reste.
Réciproquement s’il existe R(X) de degré inférieur strictement a n tel que P(X2)=R(X)(1-XT(X) )
alors P(X?)= —XR(X)T(X)+R(X) comme : deg (R(X))<deg(T(X)) alors R(X) est le reste de la
division de P(X?) par T(X) et —-XR(X) son quotient donc f(P(X))=—XR(X)+XR(X)=0.

28 Si P appartient & Ker f alors il existe R(X) de degré q (g< n) et P(X?)=R(X)(1-XT(X)). Or =XT(X)
est de degré n+1 donc —1+XT(X) aussi donc R(X)(1-XT(X)) est de degré g+n+1<n+n+1 donc P(X?)
est de degré inférieur ou égal a 2n donc P(X) est de degré inférieur ou égal a n.

29 Si P(X) est un élément du noyau. Donc il existe R(X) de degré strictement inférieur a n tel que
P(X2)= R(X)(1-XT(X)) Si k est tel que k+deg(P(X))<n alors X*P(X2)=X*R(X)(1-XT(X)) or si
p=deg(P(X)) alors 2p=deg(R(X))+n+1 d’apres la  question  précédente  donc
2k+2p=2k+deg(R(X))+n+1 donc 2k+deg(R(X)+n+1<2n donc 2k+deg(R(X)+1<n donc
2k+deg(R(X)<n donc en utilisant la réciproque de la question 27 X*P(X) appartient au noyau.

30
a)

b)

I est un sous ensemble non vide de N donc posséde un plus petit élément.
Soit a le coefficient dominant de Py(X) et b celui de P1(X) soit c=—— Soit P,(X)=Po(X)+cP1(X)
a

donc P, étant combinaison linéaire d’éléments de Ker f est élément de Ker f d’autre part les
coefficients dominants s’annulant P,(X) est de degré strictement inférieur & d il est donc forcément
nul sinon on aurait un élément de | (le degré de P,(X) ) strictement inférieur a d le plus élément de I.

Soit Q(k) la proposition dépendant de k définie pour tout entier k compris entre d et n:
Q) : vV P(X) polyndme de degre k de kerf il existe un polynéme S(X) de degré k—d tel que
P(X)=S(X)Po(X) Q(d) est vraie on I’a démontré dans la question 30b. Soit k de N compris entre d
et n-1 tel que Q(d),..., Q(k) sont vraies montrons que Q(k+1) est vraie. Soit P(X) un polynéme de
Ker f de degré k+1 et de coefficient dominant c. X*""Py(X) appartient & kerf d’aprés la question 29

C irin T . . el .
donc P(X)-—X*""P(X) appartient & ker f son degré est strictement inférieur & k+1 qui est le
a

. C - - . .
degré commun de P(X) et de — X*""UPy(X) car les coefficients dominants s’annulent. Si q est le
a

degré de (P(X)- EX"”“’PO(X)). Si g<d alors (P(X)- EX"*l‘dPO(X))zo car c’est un polyndme de
a a

degré plus petit que le plus petit des degrés des polyndmes non nuls. Si d<q comme Q(q) est vraie



31

32
33

34

35
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alors il existe un polynéme Sy(X) de degré g—d tel que (P(X)- EXk”‘dPO(X)):Sl(X)PO(X) donc
a

P(X)= (gx“l-d +5,(X)) PO(X)) de la forme S;(X)Po(X) avec Sy(X)= %x“l-d +8,(X)) donc de

degrek+1-d. Donc Q(k+1) est vraie donc pour tout k entier compris entre d et n Q(k) est vraie donc
tout polyndme de Ker f est de la forme S(X)Po(X) avec S(X) de degré inferieur ou égal a n—d.
Réciproquement : S(X)Py(X) avec S(X) de degré inférieur ou égal a n—d est combinaison linéaire
de polynémes de la forme X*Po(X) (avec k+d<n ) donc d’aprés 29 X*Po(X) est élément de Kerf
donc S(X)Py(X) aussi.

D’aprés la question 25 le noyau de f; est I’ensemble de polynémes de la forme c(X*~1) avec ¢ dans
C. Comme tout élément du noyau de f appartient & C3[X] les noyaux de f et f; coincident et on
retrouve le résultat du 30c (ici d=3 n=3 et Py(X)=X>-1.

\%

g a la méme matrice que f, car c’est la matrice de la méme base canonique.

Pour tout (U(X), V(X) ) de R,[X]?2 alors <U(X), V(X)> appartient a R.
<V(X), U(X)>=V(LH)U(1)+V *(1)U *(1)+V "(1)U "(1) = <V(X), U(X)> donc <.,.> est symétrique.
Soit U(X) de R,[X] Vi(X) et Vy(X) deux autres éléments de R,X] Soit o de R.
<U(X),aV1(X)+V2(X)>=U(1)(aVi(1)+Va(1)+U" (1) (aV:’ (1) +V2' (1) +U" (1) (aV1" (1) +V2"(1))
=o(U()Vo(D)+U 1)V (1)+U"(1)V1"(1))+U () V(1) +U(1)V2" (1)+U" (1) V2" (1)
=a<U(X),V1(X)>+<U(X), V,(X)> donc <.,.> est linéaire a droite donc a gauche par symétrie donc
bilinéaire.

Pour tout U(X) de R[X] <U(X), U(X)>=U(1)>+U’(1)>+U"(1)>>0 donc <.,.> est positive
<U(X), U(X)>=0 <U(1)=U ’(1)=U "(1)>=0<= U(1)=U ’(1)=U "(1)=0 donc si et seulement si 1
est racine de U avec une multiplicité supérieure ou égal a 1 la seule possibilité est que U(X)=0 car
deg(U(X))>2 donc <.,.> est défini positif donc <.,.> est bien un produit scalaire.

010
A=|1 0 0| Aestsymétrique et ‘A=A donc AxXA=AxA=l; donc est bien orthogonale.
0 01

<1, 1> =1x1=1. Or g(1)=X donc <g(1), g(1)>=<X, X>=1+1=2+1 donc g n’est pas une isométrie
vectorielle.
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