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L'emploi de la calculette est interdit.

Les candidats sont priés de mentionner de facon apparente sur la premuere page de la copie :
MATHEMATIQUES II - MP.
L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere MP, comporte 4 pages.

Le but de ce probleme est de montrer que toute fonction, développable en série en-
tiere dans un intervalle de centre 0, est la somme d'une série de fonctions by Uy, n20. Les
fonctions Uy, n>0, définies & la premiére question, sont étudiées de maniére plus détaillée
a la deuxieme. La troisiéme question introduit les polyndmes Ty, n) 0, qui seront utiles a

la quatrieme question pour établir le résultat annoncé.

1°)  Définition des fonctions Un. ne N :

a.  Soit x un réel quelconque ; soit fy : B> £4(8), la fonction définie sur R par la
relation
fx(8) = X cost
Démontrer qu'il existe une unique suite (Uy)py 0, d'applications réelles définies

sur R, x—Uy(x), telle que la relation ci-dessous ait lieu :

pour tous réels 0 et x, fx(0) = Up(x) + 2 ZUn(x)cos(nG) .
n=|

Préciser la nature de la convergence de la série ; comparer le réel Uy(x) 4 la va-
n

leur de l'intégrale Jex st eos(nt) dt .
0
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b. Démontrer que, pour x réel donné, la série de terme général (Un(x))2,n2 1, est
convergente ; calculer, en fonction de valeurs prises par la fonction U, sa

somme V(x) : V() = Z(U“(x))2 .
n=1

c.  Pour quelles valeurs de I'entier n, la fonction Uy est-elle paire ou impaire ?
Vérifier que, pour tout entier naturel n, la fonction Uy, est indéfiniment dérivable
(Upe C>°(R)). Comparer les dérivées Uy et Up, n¥ 1, respectivement aux fonc-

tions Uj et Up+1+Up-1.

Etant donné un entier n naturel, soit U_, 1a fonction définie par la relation :
U.p=Up.
d.  Démontrer, pour tout couple de réels x et y et tout entier naturel n, la relation :
Ustxty) = ) Up()Unp(y)
peZ
Vérifier que la série obtenue est convergente pour tout couple de réels x et y

donnés.

2°) Etude des fonctions Uy,

Soient n et p deux entiers naturels, le résultat ci-dessous est admis :

n 0, si p<n ou sin + p est impair,
p =< T . - . .
Jocos t cos(nt) dt EEC;"”’)”, sip=netsin+p est pair.

Autrement dit : l'intégrale n'est différente de 0 que, lorsque l'entier p est égal a

N . R n+q
n+2q, ol g est un entier naturel ; elle vaut alors : n42q Chig-
a. Déterminer le développement en série entiere de la fonction Uy dans un voisinage

de l'origine.

b.  En déduire pour x strictement positif (x>0), 'encadrement :

2 n
0<Un(x) <exp(7) —or

c.  Déterminer un équivalent de Uy(x) lorsque l'entier n croit vers l'infini.

d. Etudier les variations de la fonction Uj,. Préciser la concavité ; donner sur un
méme dessin les différentes sortes de graphe suivant les valeurs de I'entier n.
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3°)

4°)

Polynomes Tj, :
Soit.n un entier naturel donné.
a. Démontrer l'existence d'un unique polyndme T, tel que pour tout réel 6, il
vienne : Tp(cosB) = cos(n 8) . Donner une expression du polynéme Ty

ainsi que son degré et sa parité.

b.  Démontrer que la fonction Ty, est solution d'une équation différentielle linéaire du

second ordre a coefficients polynomiaux. La préciser.

c.  Soit @y la fonction définie sur R par la relation : @u(t) = Ty(cht). Vérifier que la
fonction @y, est solution d'une équation différentielle linéaire du second ordre qui
sera précisée. En déduire l'expression de la quantité Ty(cht) en fonction de 1'ex-
pression ch(nt).

d.  Soit p un entier compris entre 0 et n, 0<p <n ; déterminer la relation entre les va-
leurs prises en O par les dérivées d'ordre p et d'ordre p+2 du polynéme Ty, :
TP(0) et TP (0).

Calculer, lorsque les entiers n et p sont de parités différentes, les valeurs prises
en 0 par les dérivées successives T[(lp)(O).

Sinon les résultats ci-dessous sont admis :

q-D!
i/ n et p pairs : n=2m, p= 2q, T{-P(0)= (-1)M+q 49 m (nzr;-_q)‘ DL

: Q!
it/ n et p sont impairs : n= 2m+1, p=2q+1, T2MD(0)= (-1)Mm*q 49 2m+1) Egjq))' '

Développement d'une fonction en série de terme général b, U, -

a.  Soitt un réel donné ; soit (vy)ny 0, la suite de fonctions définies sur R par les re-
lations suivantes :
vo(x) = Ug(x) ; pourn 21, vp(x) =2 Uu(x) ch(nt) .
Démontrer que la série de terme général vp(x), n> 0, est convergente pour toute
valeur du réel x. Soit y; la fonction définie par la somme de la série :

yi(x) = Up(x) + 2 Z U, (x)ch(nt) .

n=|
Démontrer que la fonction y; est continiment dérivable.

En déduire que la fonction y; vérifie une équation différentielle linéaire du pre-
mier ordre (rappel : ch(a-b) + ch(a+b) = 2 cha chb). En déduire y(x).



CONCOURS COMMUN MINES-PONTS 1997 113

2éme composition 4/4

b.  Démontrer la relation :
pour tout réel x et tout réel y, eXY=Upix)+2 E U,(x)Ta(y) .
n=l1
c.  Soit p un entier naturel donné ; établir la convergence de la série de terme général

Un(x) I TP (0)1, 0y p. Soit RP(x) sa somme :

RP(x) = ZUn(an;P)(O)L

n=p

2
Démontrer la majoration :  RP(x) € IxIP exp( XT ).

d. Déterminer, pour tout réel x, une suite de réels gn(x), n> 0, par leurs expressions
en fonction des réels Up(x) et Tr(lp)(O), n»0, p> 0, tels que, pour tous réels x et y,

la relation sutvante ait lieu: eXy = E gp(x)yp )
p=0

e. En déduire les relations suivantes :

pour tout réel x , Up(x) + 22 U,(x)Th0)=1 ;

n=1

pour tout réel x et tout entiern >1, 2 E U,x) TP 0) = xp .

n=l

f.  Soit f une fonction complexe développable en série entiére sur un intervalle ou-
vert J = ]-R, R[ ; R est un réel strictement positif. Démontrer qu'il existe une
suite de nombres complexes by, n>0, tels que la fonction f soit égale, sur l'inter-

valle J, & la somme de la série des fonctions by Up, n20 : pour tout réel x, appar-

f(x) = an U,(x) .
n=0

Démontrer que la convergence de la série des restrictions des fonctions by Up, n> 0,

tenant i cet intervalle J ;

a un intervalle fermé [-r, r] strictement inclus dans l'intervalle J est uniforme.

FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE



