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Ajustement polynomial par la méthode des moindres carrés.

Dans tout le probleme, n est un entier naturel différent dej)@«if4 une suite

finie de n+1 nombres réels ; l'objet du probléme est de déterminer, pour tout entier
naturel k, les polynébmes P de degré inférieur ou égal a k, tels que IgP@aléfini par

la relation suivante
n
«(P) = (yi = P(i)°
i=0

soit minimum et de préciser la valeug de ce minimum.

1°) Applicationg :

Pour tout entier naturel k, sa I'application deRy[X] dansR™1 qui, a un poly-

nome P appartenantRx[X] fait correspondre le vecteP(0), P(1),..., P(r))de

RM1 . q(P) = (P(0), P(1),..., P(§) Il est admis que cette applicatign est

linéaire.

a. Déterminer le noyau de l'applicatigg en discutant suivant les valeurs de I'en-

tier k par rapport a I'entier n ; préciser la dimension du noyau ; établir I'expres-
sion des polyndmes du noyau lorsque celui-ci n'est pas réduit a {0}.



b.
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Etudier, suivant les valeurs de I'entier k, le rangpdeéPour quelles valeurs de
I'entier k est-elle surjective ? Pour quelle valeur de I'entier k est-elle un isomor-
phisme ?

2°) Etude préliminaire :

L'entier n est toujours donné ; soitj){yi<n une suite de n+1 réels.

a.

39)

a.

Déduire des questions précédentes l'existence et l'unicité d'un polynéme Y ap-
partenant &n[X], tel que, pour tout i compris entre 0 et <0< n, la relation

Y(i) =y; ait lieu.
Cette notation du polynébme Y associé a la suifle<yn est conservee dans la
suite.

Etant donné un entier p compris entre 0 et,p0< n, soit 'p lasuite de n+1

réels tous nuls sauf celui de rang p égala 1 ; il vient :
"0=(1,0,...,0);p=(,...,1,...,0);7=(0,0,..,1).
Démontrer I'existence et l'unicité d'une bagke I'espace vectoridRy[X] :
L = (Lo, L1,..., Lp)
telle que pour tout couple d'indices i et j compris entre 0 etn,On, 0<j <
L, si=j, . .
.. ., aitlieu.

n, larelation () = 9;j =

Quelles sont les coordonnées d'un polynébme P guelcongRgdEedans la
baseL ? du polynbme Y dans la bds&

Soit k un entier supérieur ou égal a n ; déterminer la valeur du minimgua m
réel «(P) défini par la relation

W(P)= > (vi=P()*
i=0

ou P est un polyndme d&[X]. Quels sont les polyndmes P &y[X] pour
lesquels I'expressioR(P) est nulle ?

Dans toute la suite I'entier k est supposé inférieur ou égal a I'entiet n.; k

Interprétation de gpour k<n :

Structure euclidienne &&[X] :
Prouver l'existence et I'unicité daRg[X] d'un produit scalaire, noté <. , .> tel

gue la bas& définie a la question 2°.b soit orthonormale. Préciser pour deux
polyndmes P et Q quelconquesR}gX] la valeur de <P, Q>.
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n

Le résultat : 62 p2: n(n+1)(2n+1) étant admis, calculer les produits scalaires

p=1

<1,1>, <1,X>et <1,%.

Dans tout ce qui suit, I'espace vectoRg[X] est muni de ce produit scalaire ;

dans cet espace euclidiBq[X], <., .> la norme d'un polynéme P est alors :

[IP| =\/<P, P> .

Etant donnée une suitg)ti<n, Soit Y le polyndme de I'espaBg[X] associé a
cette suite (question 2°.a). Déduire des conventions précédentes la relation
suivante :
«(P) =Y - PH.
Démontrer I'existence et l'unicité d'un polynémeappartenant &y[X] pour
lequel le réel(P) est égal a son minimunym
m = |IY - RIP.
Définir le polyndme Rau moyen de Y et dey[X].
Que dire du polyndme Y+Pet du sous-espace vectoriek[X] ? Faire un

croquis.

Exemples :
i/ k=0 ; déterminer, pour un polynéme Y, image d'une suite donnkei{y

(n>1), les expressions de Bt npy. Comparer ||Y3|- ||R|P et my.

iif k=1 ; I'entier n est supposé impair : n = 2g-1 ; la suide.(y définie par la

. 01 s O<i<g-1,
relation : y =0

o . Déterminer le polynéme;P
1, si gi<2g-1

4°) Détermination de pa l'aide d'une base orthogonaleR#€X] :

a.

Le but de cette question est de construire une suite unique de polyn§mes B
B1,..., Bhtels que :

i/ le polyndme B soit égala 1 ;
ii/ pour tout entier naturel k inférieur ou égal a n<(k), la suite (B, Bq,..., Bk)

soit une base du sous-espace vectdrigK] telle que les polynébmes B

0<i<k, soient deux a deux orthogonaux ;

iii/ pour k supérieur ou égal a 1, le coefficient du terme de plus haut degré du

polyndme B soit égal au coefficient du binﬁnﬁegk.

Déterminer les polyndmes; Rt Bp. La relation <1, > = (<1, X>@ est ad-

mise.
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Déterminer le polynéme B lorsque I'entier k varie de 1 a n, a l'aide des poly-
nomes X et Q, projection du mondémekxsurRk_1[X]. Faire un croquis.

En déduire I'existence et l'unicité d'une bBse (Bg, B1,..., By) de l'espace
vectorielRp[X] vérifiant les propriétés i, ii et iii.

b.  Démontrer, lorsque I'entier k est compris entre 1 ethkX n, que le poly-
nome B(n — X) (associé a la fonction polynomialeBg(n — x)) est orthogonal
au sous-espace vectoriBk_1[X]. En déduire une relation simple entre les
polynémes B(n — X) et K.

c. Déterminer les coordonnées du polynémedeéfini a la question 3°.b & n),
dans la basB. Que vaut R ? En déduire, pour tout entier k compris entre 1 et
n (1<k<n), les relations :

<By.Y> (<By. Y >)
Pc= Reat — 2o By m=myg -
Byl IBwIP

5°) Etude de la famille des polyndmeg B=0.1,....n:
a.  Soient k un entier comprisentre2 et n, 2 <k <n et j en entier compris entre 0
et k=2, 0<j < k-2 ; démontrer I'orthogonalité des polynomes|eBg :
<X.Bk,B>=0.

b.  En déduire, pour tout entier k compris entre 1 et n<lkX¥ n-1, I'existence
de réels, Bk etyk tels que :
X.Bk = ak Bk-1+ BkBk + YkBk+1 -

c. Déterminer, a l'aide de la question 4°.b, la valeur dugel

d. Que vautyk ? En déduire la valeur du produit scalaire X.Bk+1> en
fonction de I'entier k et du réel §B&|P.

e. Déterminer le réady en fonction de I'entier k et des réels \ i et ||B||%
Déduire des résultats précédents la relation :

2k +1 k BylP
{ B.o [L=M]

- Bk_ .
k+1 “T2k-1 [ByIP =

Bk+1 =

FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE



