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Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 ; s@itee..., &) la base canonique de
I'espace vectoridR. L'espaceR" est muni d'une structure d'espace vectoriel euclidien grace
au produit scalaire (x | y) défini par la relation :

n

(X|Y)=ZXiYi =Y

X et y sont deux vecteurs &8 de coordonnées respectives)1(¥j an €t ()1 4i4n; X etY
désignent les matrices colonnes associées aux vecteurs x et y.
Soit Z" le sous-ensemble des vecteurs XRfelont les coordonnées dans la base cano-
nigue deR" sont toutes des entiers relatifs :
ZN ={x|x R" ,x=(X)14i4n . % Z}.

Par définition une "base" de I'ensemBle est une suiteeq, €»,..., €) de vecteurs tels que :

I/ La suite €1, €3,..., €n) €St une base de I'espace vectdrie}

i/ Chaque vecteus;, 14i 4n, appartient a I'ensemhi® ;

i/ Tout vecteur x appartenantZ est une combinaison linéaire des vecteyrs4i 4n :
n

X = Z)\i € ; les coefficients\j, 1 4i 4n, sont des entiers relatifs.
1=

Soit M une matrice appartenant a l'espace vectorielNiée] R) des matrices carrées
d'ordre n ; le réel ypest le coefficient de la matrice M a l'intersection déemeligne et de la

jémecolonne. L e sous-ensemble des matrices réelles d'ordre n inversibles est noté GR{n;
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Soit M(n; Z) I'ensemble des matrices carrées d'ordre n de coefficients égaux a des entiers
relatifs. Soit GL(n;Z) le sous-ensemble des matrices inversibled/¢ie Z) dont l'inverse
appartient M(n; Z).

GL(N;2)={M|M M(n;2)-GL(n;R) et M1 M(n;2)} .

Notation : soient A, B,... des matrices appartenakt(g; R), les endomorphismes de
RN associés a ces matrices dans la base canonig®8ssimt notés, b, ... .

Soit St(n; R) I'ensemble des matrices symétriques A telles que la forme quadratique
x-(x | a(x)) =tX.A.X soit définie et positive.

Le but du probléme est d'établir, pour une matrice Ati@;R), une relation entre le
minimum m(A) de la forme quadratique-(x | a(x)) = tX.A.X, lorsque x est un vecteur
appartenant Z" différent du vecteur nul, noté 0, et le déterminant de la matrice A.

Premiere patrtie.
Construction d’'une "base" de Z" a partir d'un vecteur donné de.

[-1°) Déterminant d'une matrice de GLH&);:
Soit M une matrice appartenant a l'espil{@; Z) ; démontrer que, pour que cette ma-
trice M appartienne a I'ensemble GLH); il faut et il suffit que le déterminant det(M)
de cette matrice soit égal a 1 ou a —1.

[-2°) Un résultat préliminaire :
Soit P l'application d&€wZ dansZ qui, a deux entiers relatifs a et b, associe I'entier
P(a,b) égal :
* au P.G.C.D. des entiers relatifs a et b s'ils sont tous les deux différents de O,
« a I'entier relatif a ou b lorsque respectivement b ou a est nul ; il vient :

P(a,0)=a,P(0,b)=b,P(0,0)=0.

Soit x un vecteur appartenant a I'ensenzflele coordonnées a et b. Etablir I'existence
d'un endomorphisme de R2 associé a une matrice V, appartenant a GE)2telle que
I'image du vecteur x par I'endomorphismeoit le vecteur de coordonnées (d, 0) ou d

est I'entier P(a,b) : E = %S poser : V %;]’ EE

I-3°) Recherche de "base" dafis:
Soit x ((xi)1 4i 4n) Un vecteur appartenant a I'enseniiledifférent de 0, dont les coor-

données différentes de 0 sont des entiers premiers entre eux dans leur ensemble.
a. L'entier n est égal a 2 : démontrer, gu'il existe un endomorphisiheematrice U
appartenant a GL(2Z) tel que le vecteur x soit I'image du vecteurpar u
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x = u(ey). En déduire qu'il existe un vecteur y, appartenant a l'ensefptel que
I'ensemble {X, y} soit une "base" &&.

b.  L'entier n est supérieur ou égal a @) : soit (¢)1 4i 4n—1la suite des entiers définis

par les relations suivantes :

* On-1=P(Xn, Xn-1) ;

* pour tout entier i compris entre 1 et n—241 4n-2), d = P( d+1, X ).
Pour tout entier k compris entre 1 et n-14(k 4 n-1), ¥ est le vecteur dont les
coordonnées sonty xxo, ..., X-1, dk, O, ..., O.
Démontrer I'existence d'un endomorphisvpe; tel que vh_1(x) = y"-1 (de coordon-
nées X, Xo, ..., X1—2, dn—1, 0).
Démontrer, pour tout entier k, I'existence d'un endomorphigmee matrice ¥
appartenant a GL(&), telle que I'image du vecteur x par I'endomorphisgeoit le
vecteur ¥ : VKk(X) = YK
En déduire I'existence d'un endomorphisntke matrice U appartenant a GL#);tel
que larelation x ®(ep) ait lieu.

c. Démontrer qu'il existe n—1 vecteurs B,..., 21 tels que la suite x2z23,..., 2 soit
une "base" d&n.

Deuxieme partie

Deux matrices A et B, appartenaniidn; R), sont ditesZ-congruentes si et seulement
s'il existe une matrice U appartenant a I'ensemble @)(telle que la relation B &J.A.U ait
lieu. Il est admis que cette propriété est une relation d'équivalence notéB.: A

Soit A une matrice, appartenant &8 R). L'ensemble des valeurs prises par la forme
quadratique Xx | a(x)) = X.A.X, lorsque x est un vecteur, différent de 0, appartenaifit a
est un ensemble de réels strictement positifs. Il est admis que la borne inférieure m(A) de cet

ensemble existe et est un réel positif ou nul :
m(A)= inf (x]a(x))50.
x#0, X[Z"

Le but de cette partie est de montrer que, dans I'ensefipleR, toute matrice A est
Z-congruente a une matrice B d&&§ R) telle que m(B) soit égal au coefficientb

[1-1°) Propriétés des matric&scongruentes :
Soient A et B deux matrices di&(n;R) Z—congruentes. La matrice A appartient a l'en-
semble $(n; R).
a. Démontrer que la matrice B appartient aussi a I'enserfifiie .

b.  Etablir les relations : det(A) = det(B) , m(A) = m(B).
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2 -2r .
c. Soit B la matrice définie par la relation : BE‘—_Z SE' Etablir que la matrice B ap-

partient a I'ensemblet®; R) (utiliser la forme quadratique associée a cette matrice)
; déterminer le réel m(B).

[1-2°) Propriétés du réel m(A) :
Dans cette question la matrice A, associée a I'endomorphisappartient a I'ensemble
S*(n;R).

a. Comparer les réels m(A) etiall est admis qu'il n'existe qu'un nombre fini de vec-
teurs x appartenant a I'ensemBletels que la relation(x | a(x)) 4 ai1 ait lieu. En
déduire l'existence d'au moins un vecteur z apparter@heérifiant I'égalité

(z a()) = m(A) .
Soient 2, 2,..., Z, les coordonnées de ce vecteur z. Démontrer que les coordonnées

différentes de 0 sont des entiers relatifs premiers entre eux dans leur ensemble et que
le réel m(A) est strictement positif.

b.  Démontrer qu'il existe une matrice B congruente a la matrice A telle que la relation
b11 = m(B) ait lieu.

Troisieme partie

Le but de cette partie est d'établir, pour toute matrice A appartenant a I'ensemble
S*(n;R), une relation simple donnant une majoration du réel m(A) au moyen du déterminant
de A. Cette relation est d'abord établie pour les matrices d'ordre 2 en introduisant la définition
de matrice "réduite" puis établie pour les matrices d'ordre n.

[11-1°) Relations vérifiées par les coefficients d'une matrice 4€2;R) :
Etant donnée une matrice A symétrique d'ordre 2, soient a, b et ¢ ses coefficients définis

b
ar la relation suivante : A Bi .
P (b cC
a. Démontrer qu'une matrice A appartient™2SR) si et seulement si ses coefficients
vérifient les relations : a>0,c>0 et ac.

b. Démontrer que, pour qu'une matrice A appartienne"(@; R), il suffit que ses
coefficients vérifient les relations : 0 <a, 24bja 4 c.

Déterminer le réel m(A) lorsque les coefficients a, b et ¢ vérifient les inégalités ci-
dessus.
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Une matrice A, appartenant ¥(8; R), est dite "réduite" lorsque ses coefficients a, b et
c vérifient les relations : O<a, 82b4 a4dc.

[11-2°) Matrice "réduite"Z-congruente & une matrice donnée :

b
Soit A1 = gl ;E une matrice appartenant &(3; R) telle que le réel m(f soit égal
1 G

au coefficient a

b
Démontrer qu'il existe une matrice A gz 02 E Z-congruente a la matrice;Adont
2 G
les coefficients vérifient les relations : 0 5 & |p] 4 & 4 cp . Etablir cette propriété

en recherchant une matrice L% D, OUA est un entier relatif, qui vérifie la relation

10
suivante : A =tU.A1.U.

En déduire qu'il existe une matricez Aappartenant a *§2; R)), "réduite" etZ-
congruente a la matricejA

[11-3°) Relation entre les réels m(A) et det(A) :
Démontrer que, pour toute matrice A appartenant a I'ensem{@erg, les réels m(A)

et det(A) sont liés par la relation suivante : m(%\/det(A) :

Veérifier la relation ci-dessus pour la matrice B définie a la question II-1.c.

[11-4°) Matrice B induite par une matrice A :
L'entier n est supposé supérieur ou égal a 33n Etant donnée une matrice A FYa
appartenant a I'ensembl&(8; R), dont le coefficient  est différent de O §a * 0), soit
V la matrice dont les coefficientg i 4i 4n, 14j 4n, sont définis par les relations :

U 2% 2% a, [

= U & a, a,
Ealj Lsi =1, 0 1 0 og
Vii= O—,si =1etj=22, ; V= .
ij 2y, | m 0 1 OD
H), dans les autres cas [ P
o o o .. 1L

Soienta l'endomorphisme de matrice associée A dans la base canonigeg. (e &)

de I'espace vectori@". Soitf I'endomorphisme défini par les relations :
pour tout entier i,1 4i 4n, f(g) = a1 a(g) — aj a(ey) .

a. Démontrer que le sous-espace vectoriel Rdengendré par les vecteurs €3, ...,
en est stable par I'endomorphisine
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Soit B la matrice d'ordre n—1 associée a la restriction de I'endomorphisfnetée
encoref) au sous-espace vectoriel F dans la basede..., ). Il est admis que la matrice V,

e o g, O
definie ci-dessus vérifie la relation ci-aprées : AN=15 1 glV.
U L

1

b.  Etablir la relation qui lie les déterminants des matrices A et B entre eux.
n

c. Etant donné un vecteur x &8 : x = in g , Soit X le vecteur du sous-espace

n

vectoriel F défini par la relation gx in g . Soit y le vecteuy(x) image du vec-

teur x par 'endomorphismede matrice associée V. Démontrer la relation :
1
(x [a() = a1 (yo)2 + 37 (xr [ f(xF)) -

Démontrer que la matrice B appartient a I'ensembi{e-4;R).

[11-5°) Relation entre les réels det(A) et m(A) :
Le but de cette question est d'établir, pour toute matrice A de I'ensetifh|eR§ la re-
lation ci-dessous, établie lorsque I'entier n est égal a 2 :
n—1

R) M) - 27 (A"

a. Deux hypotheses sur la matrice A sont formulées :
*m(A) =au;
* la relation(R) ci-dessus est vraie pour la matrice B construite a partir de la matrice

A comme a la question précédente.
n

D'apres la question 11-2.a, il existe un vectam:zz z g (appartenant 21 pour
i=2

lequel I'égalité(zr | f(zr)) = m(B) a lieu.

Démontrer qu'il existe un entier relatif #l que le vecteur z, d&", défini par la

relation . z = z e; + zr, est transformé par I'endomorphismede matrice associée

V, en un vecteur y (y %(z)) dontla premiére coordonnégg une valeur absolue

inférieure ou égale a 1/2 : 1|y4 1/2.

En déduire que la matrice A vérifie la relati@?).

b. Démontrer, pour toute matrice A d&(8; R), la relation(R).

FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE



