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L'énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP, comporte 4 pages.

Si un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa com-
position en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Soit | le segment [0, 1] ; une fonction réelle f, définie sur l'intervalle I, est continue
par morceaux s'il existe une subdivision finie de | : =X < X2 <...< Xy = 1, telle que

la restriction de la fonction f & chacun des intervalles ouverts, X[, 1< i < n, est
continue et se prolonge en une fonction continue sur lintervalle ferme Xy. Il est

admis qu'une fonction f continue par morceaux sur | est bornée. La borne supérieure des
valeurs prises par la fonction |f| est désignée paf][fflj= sup |f(x)]).
O<x<1

Soit E I'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues par morceaux sur
l. 1l est admis quéE, ||.]] est un espace vectoriel normé.

Les suites considérées dans ce probleme sont des suites de nombres réels indexés par
des entiers strictement positifs : A ;)@ N* -

Suite équi-répartie dans | : une suite A p){an+ de réels g n N*, appartenant a l'inter-
valle |, (X ay < 1) est équi-répartie dans I, si et seulement si, pour toute fonction f de E, la

suite des moyennes arithmétiques des valeurs prises par la fonction f aux N goints a
1<n<N, est convergente et de limite l'intégrale de la fonction f étendue a l'intervalle | :

1 < L
lim = nZlf(an) :Iof(x) dx .

Suite équi-répartie modulo | : étant donnée une suite de rggisnér ; soit (g)n n*, la
suite des réels définis par la relation : pour tout entier n strictement pgsttifrya 1),
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ou [r] est la partie entiere du rég] {[rn] est un entier tel que JIKra<[rn]+1). La suite
(rn)n N+ est équi-répartie modulo |, si et seulement si la suite des rgelsNg est équi-

répartie dans I.

1°) Un critere d'équi-répatrtition :
Soit A = (@)n N* Une suite de réels,an N*, appartenant a l'intervalle I. Soi Fe

sous-ensemble des fonctions de l'espace E pour lesquelles la relation ci-dessous a lieu

1 ¢ 1
lim = Zf(an) :J'f(x) dx .
n=1
a. Deémontrer que le sous-ensembjiede E est un sous-espace vectoriel de E et que
toutes les fonctions constantes de E appartiennent au sous-espace vectoriel F

b.  Soit g une fonction de I'espace E telle que, pourgtpositif donné, il existe deux
fonctions f et f appartenant au sous-espace vectorietdiles que la fonction g
soit comprise entre fet & et l'intégrale de la fonction g étendue a | soit comprise
ac pres entre les intégrales des fonctignstff; :

* pour tout réel x de 1;{x) < g(x) < fo(x),

1 1 1
. J'sz(x) dx —¢ §J'Og(x) dx< J'Ofl(x) dx +¢.

Démontrer que la fonction g appartient au sous-espace vectgriel F

c. Démontrer que, pour que la suite A soit équi-répartie dans |, il suffit que le sous-
espace vectoriel g&contienne une partie P de E dense dans E.

2°) Une condition nécessaire et suffisante d'équi-répartition :
Soit A =(g)n N* une suite de réelg,a N*, appartenant a l'intervalle | = [0, 1].

Soit J un intervalle, contenu dans l'intervalle |, d'extrémités c et d ;jdaifdnction

égale a 1 sur l'intervalle J et & 0 sur le complémentaire de J dans | :
[0 1, si x appartient & J contenu dans |
hy(x) =

E), si X appartient a | sans appartenir a J.

a. Démontrer que, pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il suffit que, pour tout
intervalle J de 1, la fonctionglappartienne au sous-espagede E.

b.  Soit J un intervalle dont les extrémités c et d vérifient les inégalités : 0 <c<d < 1.

Etant donné un réel positfdonné, € > 0), déterminer, deux fonctions continues
f1 et b vérifiant les relations :

* f1(0) = f1(1) , ©2(0) = fo(1) , pour tout réel x de I3(x) < hy(x) < fx(x),
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1 1 1
. IJZ(X) dx —& SJ'OhJ(x) dx < J'Ofl(x) dx +¢.

La construction claire des graphes des deux fonctioeisfi tient lieu de réponse.

Il est admis que la conclusion précédente est valable pour tout intervalle J,
contenu dans l'intervalle |, sans que la conditier < d < 1 sur ses extrémités soit
réalisée.

En déduire : pour que la suite A 5@ N* Soit équi-répartie dans |, il suffit que
toutes les fonctions continues prenant mémes valeurs aux extrémités 0 et 1 de l'in-
tervalle | appartiennent au sous-espace vectosield-E.

Etant donné un entier N (N > 0), soit N(J) le nombre de termete & suite A

qui appartiennent a l'intervalle J et dont les indices n sont inférieurs ou égaux a N ;
démontrer que, pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il faut et il suffit que,
pour tout intervalle J, la suite des ré%, N N*, soit convergente et de limite

, N R \
d—c, lorsque I'entier N croit vers l'infini : lim % =d-c.

N - oo

3°) Un critére d'équi-répartition modulo | ; théoréme de Bohl :

a.

Etant donnés une suite de réels Rn(k+ et deux entier naturels k et N stricte-
ment positifs, soit (X, k, N) le nombre complexe défini par la relation suivante :
N

CR & N) = % Zexp(Z i Ttkr,) .
n=1

Démontrer que, si la suite R ;)i n*  est équi-répartie modulo |, pour tout
entier k strictement positif, la limite de I'expressiomR,&(N), lorsque I'entier N

N
N .1 .
croit indéfiniment, est nulle : [im N z exp(2irmkr,) =0.
N - oo
n=1

Démontrer réciproquement, qu'une suite de réels i+ est équi-répartie modulo
I, si, pour tout entier k strictement positif, la limite, lorsque I'entier N croit vers
I'infini, de I'expression R, k, N) est nulle.

Exemple : soiB un réel donné. Démontrer que la suite des régls m*, est
équi-répartie mudulo | si et seulement si le B2est irrationnel.

Dans les questions suivantes le résultat classique de Cesaro est admis et peut étre

utilisé : si une suite réelle )y, N+ est convergente et de limite ”, la suite de terme géné-

N

1 -
ral N Z X, ,» N N*, est convergente et de limite ”

n=1
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4°) Exemples de suites équi-réparties modulo | :
Dans cette question la suite R F)4rn+* considérée est définie a partir d'une

fonction ¢ réelle définie sur la demi-droite fermée [1, ¢[ : pour tout entier nljn
r=¢(n). Soient , An les nombres complexes définis par les relations suivantes :

dn =1 —th , An = exp(2iry) ,
La fonctiond, définie sur la demi-droite [1, [, est supposée a valeurs positives, de
classe €, concave ¢d < 0). En outre, dans un voisinage de l'infini, sa dérivéest
négligeable devant 1 et la fonction 1/t devat) (¢'(t) = o(1), 1/t = of'(t))).

a. Etablir que les réels,dn N*, sont strictement positifs et que les deux suites de

réels ¢ et ,n N*, tendent vers 0O lorsque I'entier n croit vers l'infini.
n
. g . 1 /A A
Soient B, les nombres complexes définis par la relation =B— (=22 — =),
2im d,y  dy

Il est admis que, pour tout entier n strictement positif, I'inégalité ci-dessous a lieu :

1 1
—— | +1|dnf.
Gur |

b. Démontrer, lorsque I'entier N croit vers l'infini, la convergence vers 0 de la suite des

N
1 .1
reels— zAn,N N* o lim — zAn:O.
N N-ow N
n=1 n=1

c. Est-ce que la suite des réejs=p(n), n N*, est équi-répartie modulo | ?

JAn— By| <Erreur!|

5°) Suites (I8(N))n N* :
Etant donné un réa supérieur ou égal a b ¢ 1), soient A la suite des réels
(In9(n)),n N* etYq la fonction, définie sur la demi-droite [1, [<Ixd(x).

a. Pour quelles valeurs du réelles résultats de la question 4 permettent d'affirmer
que la suite A est équi-répartie ?

b. Soit f la fonction définie sur la demi-droite ]0, [ -exp(2it In(x)). Déterminer
une primitive de cette fonction.

c. Etant donné un entier N, strictement positif, soiggtet Iy les deux nombres

complexes définis par les relations suivantes :
N

Ln = % Z exp(2iTtin(n)) ; In = %Lgxp(zmln(x)) dx.

n=1
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Déterminer les limites, lorsque I'entier N croit vers l'infini, du modpledie \ et
de la difféerence  — IN . Est-ce que la suite 1A définie ci-dessus, est équi-

répartie modulo | ?
FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE



