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Le flot de Toda

On note R l’ensemble des nombres réels, i la matrice unité d’ordre m et ej le j-ème
vecteur de la base canonique de R

m dont les composantes sont les δij, i = 1,m. On
rappelle que δij = 0 si j 6= i et δij = 1 si j = i.

On note (u |v ) le produit scalaire des vecteurs u et v de R. Les vecteurs de R
m

seront assimilés à des matrices colonnes ; tu note le transposé du vecteur u.

L’expression : i = 1,m signifie “pour tout i entier tel que 1 ≤ i ≤ m.”

1 Tridiagonalisation

Soit u un vecteur unitaire de R
m ; la matrice

h = i − 2u tu, (1)

est la matrice de Householder d’ordre m associée au vecteur u.

Question 1 Montrer que hu = −u et que hv = v dès que v est orthogonal à u.

Question 2 Démontrer que h est symétrique et orthogonale.

Question 3 Soit g ∈ R
m, de composantes γi, 1 ≤ i ≤ m, un vecteur unitaire non

colinéaire à e1. On pose u = (g − e1) /
√

2 (1− γ1), montrer que u est unitaire et que
hg=e1.

Question 4 En déduire que si x est un vecteur de R
m non colinéaire à e1, il existe

un vecteur unitaire u et une matrice de Householder associée h telle que hx= ‖x‖ e1.

Soient c un réel, q une matrice symétrique réelle d’ordre m− 1, q21 un vecteur de

R
m−1 et q̂=

(
c tq21
q21 q

)
une matrice définie par blocs. Si h1 est une matrice de

Householder d’ordre m− 1 ; on pose ĥ1=

(
1 ζ
ζ h1

)
, où ζ note le vecteur nul dans

R
m−1, ainsi que ŝ = ĥ1q̂ĥ1 = (σ̂ij)1≤i≤m, 1≤j≤m

.

Question 5 Montrer que ŝ est semblable à q̂ et qu’on peut choisir h1 de telle sorte
que σ̂i1 = σ̂1i = 0 pour i = 3,m.

On dit qu’une matrice t= (τij)1≤i≤m, 1≤j≤m
est tridiagonale si τij = 0 dès que

|i− j| > 1.

Question 6 En déduire un procédé permettant de déterminer une matrice tridiagonale
symétrique semblable à q̂.
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2 Matrices de Jacobi

Une matrice tridiagonale symétrique réelle est encore appelée matrice de Jacobi.
Soit

t0 =




b1 a1 0 · · · 0

a1 b2 a2
. . .

...

0 a2
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . am−1

0 · · · 0 am−1 bm




(2)

une matrice de Jacobi d’ordre m. On pose a0 = am = 0 et on suppose que ai 6= 0,
i = 1,m − 1. On note σ (t0) le spectre de t0, c’est-à-dire l’ensemble de ses valeurs
propres.

Question 7 Soit λ ∈ σ (t0) et x un vecteur propre associé de composantes
ξj, j = 1,m. En raisonnant par l’absurde, montrer que ξm 6= 0.

Question 8 Démontrer que les sous-espaces propres de t0 sont de dimension 1. Quel
est le cardinal de σ (t0) ?

3 Paires de Lax

On remplace désormais les ai et les bi par des fonctions à valeurs réelles αi et βi

de la variable réelle t. On pose alors

t (t) =




β1 (t) α1 (t) 0 · · · 0

α1 (t) β2 (t) α2 (t)
. . .

...

0 α2 (t)
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . αm−1 (t)

0 · · · 0 αm−1 (t) βm (t)




. (3)

ainsi que

u (t) =




0 α1 (t) 0 · · · 0

−α1 (t) 0 α2 (t)
. . .

...

0 −α2 (t)
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . αm−1 (t)

0 · · · 0 −αm−1 (t) 0




(4)

et on étudie le système différentiel non linéaire suivant :

{
t
′ (t) = u (t)t (t)−t (t)u (t) , t ∈ R

t (0) = t0 donné par (2),
(5)

dont on admettra qu’il possède une solution et une seule t(t) définie sur R. Le couple
(t (t) ,u (t)) constitue une paire de Lax.
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Question 9 Etant donnée t(t) solution de (5), et donc u(t) , démontrer que le sys-
tème différentiel

{
v
′ (t) = u (t)v (t) , t ∈ R

v (0) = i,
(6)

admet une solution et une seule v(t) sur R.

Question 10 Montrer que pour tout t ∈ R, la matrice v(t) solution de (6) est
orthogonale.

Question 11 Montrer que t
v(t)t(t)v(t) est une matrice constante que l’on détermi-

nera. Les valeurs propres de t(t) dépendent-elles de t ?

On montre facilement, et on admettra, que le système différentiel (5) peut s’écrire
sous la forme suivante :

{
α′
i (t) = αi (t) (βi+1 (t)− βi (t)) , i = 1,m− 1

β′
i (t) = 2

(
α2
i (t)− α2

i−1 (t)
)
, i = 1,m

(7)

avec αi (0) = ai, i = 1,m − 1, βi (0) = bi, i = 1,m et α0 (t) = 0 = αm (t) ∀t ∈ R.
C’est le système de Toda.

4 Etude asymptotique

Pour tout réel t, on pose

L (t) =
m−1∑

i=1

α2

i (t) +
1

2

m∑

i=1

β2

i (t) . (8)

Question 12 Montrer que la fonction L est constante. En déduire que les fonctions
βi sont bornées sur R, soit par D.

Question 13 Pour 1 ≤ i ≤ m− 1, montrer que 2
∫ t

0
α2
i (t) dt =

∑
j=1,i (βj (t)− bj) et

en déduire que les α2
i sont intégrables sur R.

Question 14 En déduire que les βi (t) , i = 1,m possèdent une limite quand t → ±∞.

Question 15 Déduire des résultats des questions précédentes que la fonction αiα
′
i est

intégrable sur R. En déduire la limite de αi (t) lorsque t → ±∞.

On note χt (λ) = det (λi − t (t)) le polynôme caractéristique de la matrice t(t) et
λi, i = 1,m les valeurs propres de t rangées dans l’ordre décroissant.

Les limites de βi (t) pour t → +∞ ou t → −∞ seront respectivement notées β+

i

et β−
i ; l’ensemble des β+

i , i = 1,m sera noté B+ et celui des β−
i sera noté B−.
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Question 16 Montrer que pour tout λ ∈ R, χt (λ) tend vers
∏

i=1,m

(
λ− β+

i

)
(res-

pectivement vers
∏

i=1,m

(
λ− β−

i

)
) lorsque t → +∞ (respectivement −∞).

Question 17 En déduire que σ (t) = B+ = B−.

On rappelle que, par hypothèse, αi (0) = ai 6= 0, i = 1,m− 1.

Pour i fixé compris entre 1 et m− 1, on note A+ = {t > 0 |αi (t) = 0} et
A− = {t < 0 |αi (t) = 0} .

Question 18 On suppose que A+ n’est pas vide et on pose τ = inf {t |t ∈ A+} . Dé-
terminer la valeur de αi (τ) et montrer que pour t ∈ ]0, τ [ , αi (t) est du même signe
que ai.

Question 19 En supposant toujours que A+ n’est pas vide, montrer que

∀t ∈ [0, τ [ ,
∣∣∣ln |αi (t)| − ln |αi (0)|

∣∣∣ ≤ 2Dτ.

En déduire que nécessairement A+ = ∅, puis que αi ne s’annule en aucun point de
R.

Question 20 En raisonnant par l’absurde, montrer que β+

i+1
< β+

i , i = 1,m− 1 ; en
déduire que β+

i = λi, i = 1,m.

Question 21 Montrer que si δ est choisi tel que 0 < δ < β+

i −β+

i+1
, i = 1,m−1, alors

il existe S et C strictement positifs tels que ∀s > S, |αi (s)| < Ce−δs, i = 1,m− 1. En
déduire que pour t > S, ∃C ′ > 0 tel que |λi − βi (t)| < C ′e−2δt, i = 1,m.

Fin de l’épreuve
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