CORRECTION MINES MP 2003 : PHYSIQUE II

ELECTROSTATIOUE ET RAYONNEMENT

I Circuit de deux condensateurs, régime quasi stationnaire

1°) L’énergie stockée dans le circuit I’est uniquement sous forme électrostatique dans
2 2
q; n q,

les condensateurs. On a donc W = .
2C, 2C,

2
A I’instant initial seul le condensateur 1 est chargé donc: |W, = zq%
1

2°) A T’équilibre, les tensions aux bornes des deux

i
condensateurs sont identiques, on a donc : U, = % = g—z >
1 2 U
La conservation de la charge impose : q10=qi+q2 ql_: ==C12
4 _ d0-q% e e Cr | C,
Onadonc —~=———=¢q,=———-q ¢t ¢, =———-—q
C, C, C, +C, C, +C, Pl
Soit  |U, =—J0__
C, +C,
3°) D’apres les deux questions qui précede, on a
_ C +C, X + C +C, X _ C1q120 " Cquzo
f 2C1 2CZ 2(C1 +C2 )2 2(C1 +C2)2
q2
Soit  |W, =—/——"2—
2(C, +C,)
2 2 2 2
Wf _Wi — qu — qu :q_l() ;_L soit \A/f _Wi = _ﬂi
2(c,+C,) 2¢, 2\C,+C, C, 2C, C, +C,

4°) L’état d’équilibre correspond a i=0 puisqu’il n’y a pas de générateur, de plus la
conservation de la charge est toujours valable donc les calculs des questions 2°) et 3°) restent
valables. On trouve donc le méme état final.

5°) On applique la loi des mailles au circuit ci-contre : Rl:l i.
q, 5
—L =Ri+—=% qi 2
C, C, —_— =£
On a toujours qx= qio-qi, et les conventions d’orientation ! C2

_dq, s

imposent 1= d’ou 1’équation différentielle sur q;

- d C +C
suivante - D g dq, A (T TE i [ 2q, = Gio
C, dt C, dt RC,C, RC,
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. . . . C
Cette équation différentielle s’intégre en :ql(t)=Aexp(—£j+ﬁqw ou A est une
T 1 + 2

1

constante d’intégration et T = ———= . On détermine A avec la condition initiale q;(0)=qo :

C +C,
C C C,q t C
=A+—— = A=—"2— dou q,(t)=—"% exp| —— |+ ——
Q10 C,+C, dQio C,+C, Q1o ql() C +C, p[ ’tj C, +C, Q10

d . t
Pour déterminer i(t) il suffit d’utiliser i =——— d’ou : 1(t) = Ig%exp(— —j
. T

L’énergie dissipée dans la résistance est I’énergie dissipée par effet Joules, on a donc :

2 2 2 oo
TN ol 9o t S T 2t 910 T 2t}
= Ri*(t)dt = R| —exp| —— || dt=—— exp| —— |dt=——| ——exp| ——
0=, Ritkn=] (RCI p( TJ] RC] L p( T} RCf{ 2 p( T

0

2 2
Qo T _ C,q,0
RC?2 2C,(C,+C,)
L’énergie dissipée par effet Joule ne dépend pas de la résistance du circuit.

On trouve donc : Q=

6°) D’apres 1’étude de la question précédente la constante de temps du circuit est

e RC,C,

C +C,
systéme, les condensateurs on quasiment atteint leurs charges et tensions finales.
En prenant une valeur usuelle pour les capacités utilisées au laboratoire (C;= C,=1puF) et en
supposant les fils de liaisons bons conducteurs R~10>Q on trouve =5 10™%.
On a donc L=tc~15 10”m=15cm.
On sait que, pour étre dans le cadre de I’ Approximation des Régimes Quasi Stationnaire (et
pouvoir appliquer les lois de Kirchhoff), il faut que la dimension du circuit électrocinétique
soit petite devant la distance caractéristique associ€¢e au temps caractéristique de 1’évolution
des grandeurs électriques (période pour les variations périodiques...). Dans le cas qui nous
concerne, les circuits usuels étant de la taille du métre, leurs dimensions ne sont pas
négligeables devant L, on est donc hors du cadre de I’ARQS, ce qui remet en cause les calculs
effectués dans cette partie.
Remarque : Plus les valeurs des capacités C augmentent, plus on se rapproche de ’ARQS. Si
Ci= Cy=100puF, L=15m, ce qui commence a étre grand devant les dimensions des circuits
usuels en laboratoire.
On va donc envisager une autre explication pour la perte d’énergie dans la suite du probléme.

Au bout de quelques 1, on peut considérer que 1’on a atteint I’état d’équilibre du

II Ravonnement d’une boucle de courant

7°) Le courant parcourant la spire a un temps caractéristique de variation égale a t,
cela veut dire que les ondes électromagnétiques qui crée i(t) ont des fréquences de 1’ordre de
f=!/.. On en déduit que la longueur d’onde associée a I’onde de courant est égale a A=ct.

On a donc a<<A donc i(t) est uniforme sur la spire.

8°) Le potentiel vecteur est un vecteur polaire, c’est un vecteur symétrique. Tout plan
contenant I’axe (Oz) et passant par P (c’est a dire le plan (ﬁZ Uy )), est un plan d’antisymétrie,

donc A(P, t) est normal a ce plan. On en déduit que A(P, t) = A(P, ‘[)ﬁ(P
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Pour déterminer A(P,t), on projette I’expression de dA(P,t) et on @

intégre sur la spire. , —
II faut donc calculer ds-u, =adeu'yu,, or I'angle entre u'y etu, g y

est égal a (cf figure ci-contre) : @-¢om, d’ou U'y-u, = cos((p - (pM)

On en déduit A(|> = :L—Ojozn%aCOS((P —OPy )d(PM ?
T

Rem: On a i(P,t —t,,)=i(t—t,,) car on a vu a la question 7°) que i est indépendant du
point du circuit considéré.

9°) MP = MO + OP donc
MP? =a® +1>+2MO-OP =a’ +1> —20M - (rcos(0)i, +rsin(6)v)
Or OM est normal a u_ et fait un angle @-@y avec v, on obtient donc :

2
MP? =a’ +1” - 2arsin(0)cos(¢p — @, ) = rz(l + a_2 —225in(0)cos(p— ¢y, )]
r r
En prenant la racine et en faisant un développement limité au premier ordre, on obtient :
MP = r(l - Esin(@)cos((p —Qy )j
r

On a t-typ=t-""/, et en utilisant le développement au premier ordre établi ci-dessus, en posant

u=t-'/; on obtientt —t,, =u+ 2sin(e)cos((p —Qy).
c

De plus, puisque “/. est un infiniment petit devant '/, le terme en */. dans I’expression de t-typ
est un infiniment petit devant u, on peut donc faire un développement au premier ordre de i
autour de u :

it- tye) =ia) + 2sin(0)cos(o— 0, ) (u)

On calcule donc A, :

A, =tu (j;“@aCOS((p—cpM)dcpM+j2”di(u) @ sin(e)cosz(@—@M)d‘PM]

" 4m|h MP o dt MPc
En utilisant le développement de MP on peut calculer chacune des deux intégrales :

Izn%a COS((P _— )d(PM = rn@[l + %sin(e)COS((P —Qy )ja COS((P ~Pwm )d(PM

0 0
. 2.
= Iozn@aCOS(cp—cpM)dcpM i)
r

0 r?

sin(0)cos’ (@ — @y Jd@y,

2.
=0+ nLgu)sin(e)
r
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5 ilw) 2°_ G 0)cos (00, Koy = =[S difu)2 - (1 - j sin(6)cos( -~ @, )j sin(0)cos” (0 — oy, Mo,

o dt MPc 0 dt
21 d 27 d
= |, gt u)a’ —osin(6)cos” (90— gy Moy + [ lét ):SIH(G)CW (0~ 0y Moy,
. 2
= nMa—sin(eﬁ 0
dt rc

r’ t rc

a‘i(u) . di(u)a® .

On obtient donc : A i (—() sin(0) + #—sm(@)}

Or on peut essayer d’apprécier ’ordre de grandeur des deux termes de cette équation en
tenant compte du fait que t est le temps caractéristique pour que le courant i varie de iy, on a

2 2:

a‘i(u) . a‘i, .
di i g )sm(E)) = %sin(0) .
donc : — ~-%, d’ou le rapport des deux termes : —-~ =T =—<<1

T di(u)a® . i,a’ . r
L—sm(@) -2 = sin(0)
dt rc T 1C
En conclusion le premier terme est négligeable devant le second et on trouve :

= _uoaz _di(u) sin(0)
drc  dt

¢

10°Y On a B = g{(A) en utilisant 1’expression du rotationnel en sphérique fourni par
I’énoncé :

R e

_ ket dl( ) nea’ d 1( )
cos(Opu, + —— 0
2r’c dt ( )u 4rc? ( )ue
Comme a la question précédente, on compare les ordres de grandeur des deux termes en

assimilant les dérivées aux rapports des grandeurs caractéristiques :
2 7 2
a” dilu a1
Ho ( )COS(G) Hod 1

2r220 4t = 2r2(2: - tan(e)zﬁtan(ﬁ)
H,a dzl(u)sin(@) Hea’ i, r
4rc’  dt? 4rc’ 1’

On voit que si on ne tient pas compte de la dépendance en 0, le premier terme est négligeable.
(Néanmoins pour 6~0, le second terme s’annule, alors que le premier a une valeur finie).

En conclusion on peut dire que la composante radiale du champ magnétique a une moyenne
négligeable devant la composante orthoradiale, mais que localement (en particulier dans la
direction des pdles) ce n’est pas toujours le cas.

On prendra : |B = a d 1( ) in(0)i,
4rc

11°)On a E = —@(V)—aa—?. Comme 1’onde se propage dans le vide, qu’elle a été

créée par une variation de courant, il n’y a de charge nulle part (p=0) et donc grad(V) =0.
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- OA, 2 d%(u) .-
On en déduit : |E = —#uw = —%#sm(e)uw

On remarque que E et B sont liés. On peut écrire

E l_ir/\]_"j

c
L’onde rayonnée a donc localement une structure d’onde plane : la direction de propagation

locale est u, ; les champs E et B sont transverses, le rapport de E sur B vaut '/.

12°) On calcule le vecteur de Poynting dans I’approximation précédente :
=B 2 q2: 2 4 .2 2. 2
_ ~ 0
R-ENAB_Mo a’ d l(zu)sin(e) U, donc R = Hod Sin3( )(d 1(211) U,
[T c (4rc dt 16r°c dt

La puissance rayonnée a travers une sphére de rayon r est égale au flux du vecteur de
Poynting a travers cette sphére :

- Hoa* sin’ (dzi(zu)) (2mr” sin(o)doa, )= o™ (dZi(;l)jz_[:siﬁ(e)de

16r’¢c dt 8¢c? dt

sphere

4 2. 2 4 2

d

dou|p, =H ‘—(2“) et done [K = 0 = B0 1 AN i K=247 10862
6¢ dt 6¢ 6mc

13°) Si on suppose que le courant qui parcourt la spire est sinusoidale de pulsation o,

2
S : c : r
et d’amplitude ip, on obtient : |- ogi; cos’ (t - —j
t c

4 2n .
—igwy [ cosz(t——]dt
0 c

4:2

(P) =501 = s (00 o)
12¢ 121c

Tout d’abord, on constate que comme pour le dipdle oscillant ¢€lectrique, la puissance

moyenne totale émise est proportionnelle & o', d’ou les mémes résultats de diffusion

préférentielle dans le bleu...

De plus, on constate que ipo=my est I’amplitude du dipdle magnétique correspondant a la

Ho
ar —,
TE, P 4n

2n
et donc (P) = O‘JTanydt =

d’ou

spire. Le passage de 1’¢lectrostatique a la magnétostatique se fait en remplagant

ce qui revient a diviser par ¢’. Ainsi, les formules de puissance moyenne rayonnée dans le
temps sont strictement identiques pour les deux types de dipdle, a condition de remplacer po
par my et de diviser par ¢ la formule du dipole magnétique.

111 Ravonnement dans un circuit 2 deux condensateurs

14°) On écrit la loi des mailles dans le circuit ci-contre : i
Cl Cz ql:: Vx =-_:12
C1 CZ
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. : . . d d
Les conventions d’orientation donnent i(t) = % = —%

En convention récepteur le dipdle X dissipe la puissance P=iVy, et d’aprés I’énoncé on a

2
P=P,yd’ou: Vy = K(d i{u )]

dt’

. ) ) ) i dv i dv )
En dérivant la loi des Mailles on obtient : — — = —X 4 1 X = —(L + L}, c’est

C, dt C, dt C, C,
T Vi C,C, e .
a dire 1=-C avec C :ﬁ et en réinjectant cette relation dans celle obtenue
1 + 2
\Y v Y dveY 1 dv
précédemment on trouve : «——=CK|—*| = X +—V,—>=0
dt dt dt CK dt

15°) On injecte dans 1’équation de la question précédente Vx=Voexp(st) :
1 . ) ) .
Vs’ eXp(Zst)+ C—KVO2 S exp(Zst) =0, cette équation est vrai quelque soit t, on en déduit :
1 1 . o
Vys|s’+——|=0 D’ou : s=0 ou s’ =——— et en prenant les racines cinquiémes d’un
CK CK
nombre négatif : on trouve les six solutions suivantes :
\/7\/Ti3“\/1\/1i7“\/1i9”
05—655—65,—5 ,3 35,5 e S
CK CK CK VCK CK

L’équation différentielle n’étant pas linéaire, une combinaison linéaire de ces solutions, n’est
pas une solution.

16°) La solution devant étre réelle et comme la solution s=0 ne convient pas (il faut

que de I’énergie se dissipe), il ne reste plus que : s =—3 & .

2. 2
17°) D apres la question 14°) ona P K[ ddt( )j = i(u)VX (u)
s | s Y . . . o
On en déduit P, = _ECE[VX (u)] Pour trouver I’énergie rayonnée par le circuit, il faut

intégrer la puissance de t="/, a t=t+o0 (on intégre a partir de t=/, car la puissance rayonnée a été
calculée a travers une sphére de rayon r, or il faut un temps égal a '/. pour que 1’énergie arrive
a cette distance du circuit) on trouve :

—.[ ——C (t——j dt ——lC Vi(t—zj or on a Vx=Vexp —g/it d’ou :
2 )l CK

E = %CVO2 , or at=0, si q1=q¢ et q»=0, la loi des mailles donne V(=q;¢/C;, on en déduit :

ray
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2 2
_ lcqi _ Yo C,
w2 C; 2C, C,+C,
premiere partie. Mais dans 1’étude qui vient d’étre faite, cette €nergie est entierement dissipée
par rayonnement.

Dans la réalité, une partiec de la dissipation est due a I’effet Joule, 1’autre partie au

rayonnement, c’est ce que 1’on va montrer par la suite.

cette énergie correspond a 1’énergie dissipée obtenue dans la

IV Un circuit plus réaliste

18°) La loi des mailles donne : L%+ Ri+ V. +V, =0 et la définition du dipole X

2. 2

. . . dv,
impose toujours V, = E d1_(2u) ,enfinona i= dq _ C,—<.

1 dt dt dt
On remplace donc Vx et i par leurs expressions :

. 2 . 2
L91+Riz+ivc+1<d‘—(2“) =0
dt dt
dv,. d*V,

< LCE

2 3 2
+Rc§{dVCj +C V. dL+Kc§(di] =0
dt dt

dt? dt?

4V, 2+£dVC Ve R(AVe) 1 dve
dt® K dt dt* K{ dt KC, © dt
Enfin on injecte Vc=Acexp(-qt) et on simplifie par gAc’exp(-2qt) :

s, L , R 1
——q*+—q-——=0
7% Tk ke,

Si K—0, I’équation devient q° — %q + % =0. On a donc un trindme du second degré dont
N

la somme (R/L) et le produit 1/LCs des racines sont positifs, donc les racines sont positives

(en fait si le discriminant est négatif, on a un régime pseudo-oscillant, typique du circuit RLC

série ; ce qui compte c’est que quel que soit le cas le condensateur se décharge...)

En conclusion quant on fait tendre K vers zéro, on se retrouve avec un circuit RLC classique,

dans lequel le rayonnement n’intervient pas.

. . 1 .
19°) L’équation [3] peut s’écrire Lq’ —(R+Kq4)q+c—= 0. On voit que Kq4 est
S
homogeéne a une résistance. Or ce terme provient de la prise en compte de I’énergie dissipée
par rayonnement, on peut donc 1’assimiler a une résistance de rayonnement.
De maniére plus quantitative on a :

2:\?
dv,
P, = K(%} or, i= i—? =C, dtc et Vc=Acexp(-qt) donc 1= —ACCSqexp(— qt) et

P = Kq°A{C: exp(— 2qt) = P, = Kq*i® =R,,i’| on retrouve le méme résultat.

20°) Les résultats fournis permettent d’étudier les pertes d’énergie lors de la décharge
d’un circuit RC. Lors de la décharge pour atteindre 1’équilibre, le circuit est parcouru par un
courant i(t). Quelles que soient les grandeurs expérimentales choisies, il y a deux types de
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dissipation d’énergie dus a i(t) : Pjou]e:Ri2 et Prayonnemem:Rmdiz. La puissance rayonnée a €té
¢tudiée dans la seconde partie ou 1’on a établi qu’elle était proportionnelle au carré de la
dérivée seconde du courant :

2

d%i . . .

P, = K[d—zj et donc I’ordre de grandeur de la puissance rayonnée est inversement
t

proportionnel a la puissance quatriéme du temps caractéristique de décharge t1=1/q

.2

i ) :

(Pmy ~ K—‘ij . On peut donc dire que plus t est grand, moins 1’effet du rayonnement se fera
T

sentir.

On peut maintenant répondre aux questions de 1’énoncé :

On a un déclin ordinaire du circuit RC lorsque R;,¢<<R, donc pour R grand a C fixé.
Dans ce cas l1a 1/q=t=RC (temps caractéristique du circuit ordinaire) est trés grand. C’est le
cas pour R>5 10°Q).
Inversement dés que R est inférieur a cette valeur, la décharge est suffisamment rapide pour
que le rayonnement ne soit pas négligeable. On s’apergoit aussi que le temps caractéristique
de décharge 1/q n’est plus égal a RC, le dipdle X, change la forme de la décharge.

Lorsque R est tres faible, I’énergie dissipée par effet Joule est négligeable. La
décharge du circuit est uniquement due au dipole X. Le temps caractéristique de décharge 1/q,

ne dépend plus de R, il reste donc constant.

Si R=1Q, on est dans le cas du déclin ordinaire du circuit RC donc g=1/RC=10"s".

Diagramme de Bode :
- Lorsque R—0, R<<R,,q, q=Cte et R;,q=Cte=R( on a I’asymptote suivante :

‘“(RTJ “n(R,)-In(R)

1 1
5 K )\
on en déduit R, =Kq* =| —

CS

1 1
L’équation [3] devient ° ——— =0 = q =
q [3] T xC q [KC

S S

- Lorsque R—>+o0, R>>R .4, q=1/RC et R.~KR*C*ona I’asymptote suivante :

h{%j = h{é} ~5In(R)

L’équation [3] devient 5q— ! =0=>q=
K~ KCq RCq
On détermine expérimentalement, avec les données du tableau la valeur de K : K=4,8 10%S.1
Remarque : Si on utilise la formule théorique de la question 12°) avec la valeur de a fournie
par énoncé, on trouve K=1,5 1077 S.I. Méme si le circuit n’est pas circulaire comme dans la
partie 11, la différence semble tres (trop !) importante...
On déduit de la valeur de K les équations semi-numériques des asymptotes :

h{ﬁj =-11,6-In(R) et h{ﬁj =-58,3-5In(R)
R R
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On peut donc trouver I’intersection de ces deux droites :

Rem : Si on ne s’intéresse qu’a [’allure du diagramme, on peut déterminer qualitativement le

point d’intersection des deux droites ; il correspond a la valeur de la résistance qui sépare les

deux régimes : On voit sur le tableau de données que le régime radiatif se trouve pour des

valeurs de R inférieures a 5 10°€2 alors que le régime classique de décharge d’un circuit RC

se situe dans la zone des valeurs de R supérieures a 5 10°€. L’ordre de grandeur de la
) . 7 J ) -5

résistance qui sépare les deux régimes est donc Ri= 10~ Q.

On peut donc tracer le diagramme de Bode : (R ) j
ln rat

—

t ; Ln(R)
20 -18 -16 -14 -12NQ -8 -6 -4 -2

V Discussion des effets radiatifs

21°) Si le temps de décharge est suffisamment long pour que le rayonnement soit
négligeable alors la loi des mailles donne :
2
L%+Rd_?+% =0 dont les solutions dépendent du signe du discriminant de 1’équation
2

.. R 4 _ .
caractéristique : A = T 310%s™* > 0, les deux racines sont donc

R 1|R* 4 R(. AL
r=——t—|> ——=——|1F,/1-—
2L 2\L LC 2L R°C
~107° << 1 donc rz—E 1F¥|1- 22L
2L R°C

R L R R ( 2L 1
ne-——ll-—=|r—— et Lr——| < |=——
L R°C L 2L\RC RC

Donc avec des conditions initiales appropriées, on peut avoir g=qoexp(-t/RC).

4L

R*C

or D d’ou les deux racines :

22°) 1rc=RC est le temps caractéristique de décharge dans un circuit RC lorsque les
phénomenes de rayonnement sont négligeables.
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Si a<<1, alors trc<<t; : le temps de décharge sans rayonnement est inférieur au temps
nécessaire a I’information (variation de la charge) pour se déplacer dans le circuit. Ainsi, le
condensateur est censé se décharger en un temps trés petit devant le temps nécessaire a ce que
I’information parcoure le circuit. C’est évidemment impossible. La décharge ne peut donc pas
étre ordinaire, il y a radiation et on peut méme affirmer que le temps caractéristique de
décharge ne peut pas €tre inférieur a 1 et sera donc supérieur a Trc.

Si o>>1, alors trc>>1;: le temps de décharge sans rayonnement est supérieur au
temps nécessaire a 1’information (variation de la charge) pour se déplacer dans le circuit ;
donc la décharge est ordinaire, la radiation est négligeable.

Application numérique : Trc=2,4 10% et =1,7 10"% on a donc TrRc>>T; done le
rayonnement est négligeable.

23°) On a la capacité du parallélépipede égale a Cy=¢oS/e et sa résistance a Ry=pe/S
donc tn=RmCum=gop. Cette constante de temps est le temps caractéristique de la
recombinaison des charges a 'intérieur du conducteur : il contrdle donc la neutralité en
volume du conducteur. Pour pouvoir faire les raisonnements de la question précédente il faut
supposer que Ty<<trc,T. On =7 10"''s, donc la condition est vérifiée et on peut supposer
que le conducteur est localement neutre.
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