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e Notations : le vecteur unitaire de la coordonnée C est noté éc : la norme du vecteur V est notée ‘V ‘ .

Redécouvrons la planéte Neptune !

Probleme direct, probléme inverse et problémes d’interprétation

La découverte de Neptune fournit a I’histoire des sciences un exemple remarquable d’histoire et de
méthode scientifiques. La trajectoire de la planete Uranus, observée par Herschel en 1781, ne suit
pas les lois de Newton méme lorsque l'on tient compte, pour la calculer, de l'influence des six
autres planétes du systeme solaire connues en ce temps-la (cette influence est nommée perturbation).
Le Verrier et Adams postulent alors existence d’une huitieme planéte, que 'on nommera plus tard
Neptune. Leurs prévisions, confrontées aux observations astronomiques, fournissent les parametres
orbitaux de Neptune. La planéte sera observée, effectivement, en 1846.

Le probleme comprend trois parties, corrélées entre elles par le sens ; les résultats essentiels sont
souvent donnés. La premicre partie établit quelques résultats de la mécanique du point dans un
champ gravitationnel, la deuxi¢me partie étudie de maniére perturbative (c’est-a-dire a 'ordre le plus
bas par rapport a un petit parametre) un aspect du probléme a trois corps en interaction gravita-
tionnelle ; la troisieme partie étudie un probleme inverse, dans le sens ou 'on s’y propose de déter-
miner les caractéristiques d’une planete (Neptune) a partir des anomalies de trajectoire qu’elle pro-
duit sur une autre planéte (Uranus).

Dans tout le probléme, exprimer signifie donner P’expression littérale et calculer signifie

donner la valeur numérique.

I — Mise en place de I’étude

Observations et données
Compte tenu de linfluence gravitationnelle du Soleil et de celle des planctes connues avant
I'observation de Neptune, la trajectoire d’Uranus peut étre considérée avec une excellente
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approximation comme circulaire
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Fig. 1 Anomalie de longitude de la planéte Uranus respectifs du Soleil et d’Uranus.

L’observation révele un écart systématique, noté A, entre ce ¢, calculé et la position réelle de la

plancte. La Fig. 1 montre les données de Iépoque ; I’écart résiduel semble étre une fonction
oscillante du temps, avec une période d’une centaine d’années ; il semble aussi qu’a cette variation
se superpose une décroissance vaguement linéaire ; enfin, lordre de grandeur de I’écart résiduel
est de Pordre de quelques dizaines de secondes d’angle.

Pour rendre compte de ces observations, on considere le systéme a trois corps suivant, supposé
isolé : S (Soleil), U (Uranus) et N (Neptune) ; 'influence des autres planctes est englobée dans les
parametres orbitaux de la trajectoire circulaire dont on vient de patler.

On exprimera les masses en masses solaires (Ms ~ 2 x10% kg), les distances en unités
astronomiques UA (1 UA ~1,5x10" m, demi-grand axe de l’orbite terrestre) et les temps
en années (z 3x10’ S). La constante de gravitation est notée G. On utilisera les valeurs

numériques suivantes :

Rayon de lorbite d’Uranus RU =19,19 UA Masse d’Uranus M = 4,373X10_5 M S
Rayon de l'orbite de Neptune RN =30,08 UA Masse de Neptune My = 5,178 x107° Ms

I — 1 Particule dans un champ gravitationnel

U 1 — On considére la trajectoire circulaire (rayon R, période T) d’une particule de masse » dans
J % y

le champ de gravitation d’une particule de masse M ; 'ensemble des deux particules est isolé.

2
Rappeler la troisieme loi de Kepler ; exprimer le rapport C = E en fonction de G et de M ;

vérifier que, dans le systéme d’unités convenu, C =1.

. » ” 2
O 2 — Montrer que, dans le systeme d’unités convenu, la valeur numérique de G est G =47°.
0 3 - On modélise le mouvement de Neptune comme un mouvement circulaire uniforme

centré autour du Soleil et situé dans le plan de Iécliptique. La période orbitale de Neptune

, , . 2r _
estTy, sa fréquence angulaire orbitale (ou pulsation) est notée (3 =——. Calculer les périodes
N

T, et Ty d’Uranus et Neptune en années, et leurs fréquences angulaires €2, et £ en

années . Vérifier que Pordre de grandeur de la fidguence de battement 2 = Q2,— 2 ,, est 0,0367

, -1 . .
année et que la valeur du rapport I = EU est tres proche d’un nombre entier.



Redécouvrons la planéte Neptune !

Notations pour les questions suivantes

Soit (S,6,,8,) un repere orthonormé du plan de
Iécliptique, avec le Soleil pour origine (Fig. 2) ; on note
€, la direction orthogonale au plan de I’écliptique fot-

mant un triedre (S,€,,€,,6,) orthonormal direct en

translation par rapport au référentiel galiléen de Coper-
nic. Le dernier alignement Soleil-Uranus-Neptune
(conjonction) a eu lieu en 1822 ; cette année sera prise
comme lorigine des temps. En t =0, le Soleil, Uranus et

Neptune sont alignés ; le vecteur €, désigne le vecteur
Fig. 2 Repére d'étude et notations -
unitaire portant a cette date le vecteur SU . On note dans

(S,6,,6,,6,) la longitude héliocentrique d’Uranus ¢(t)= SX,SU et on note Ag, ()1a
correction due a Neptune. On a donc ¢(t) =0, t+ Ag, (t)

Q) 4 — Le référentiel lié au repere (S,€,,8,,E,) est-il galiléen ?

U 5 — Une origine arbitraire étant fixée, on définit les positions respectives de S par le vecteur
Iy, de Uranus par [, et de Neptune par I . Exprimer, dans un référentiel galiléen 72, le

principe fondamental de la dynamique successivement pour le Soleil, pour Uranus et pour
Neptune.

Q6-Onpose py, =1, —T;, p, =T, — T, et Gmy |I'50N _§U|3—|§N|3 = f.Montrerque
N Fu N

2 —_
d Po i G(Mg+my) 2 = F.
dt FY

0 7 - Dans le repére mobile (S, ép, §¢, €,), les coordonnées polaires d’Uranus sont notées
Lo, (1), g(1)] et Ton a m:puép. Le mouvement non perturbé d’Uranus correspond 2
f=0 (mN = O). Les grandeurs non perturbées seront dorénavant repérées par le symbole

(0) en exposant. Les coordonnées polaires d’Uranus dans ce mouvement non perturbé

sont donc notées [pL(JO) (1), ¢(O) (1)], avec ¢(0) (t) =t Justifier que pL(JO) (t) ~R,.

I-2 Perturbation d’une orbite képlérienne
Soit une orbite képlérienne circulaire. L’excentricité de la trajectoire est nulle (e(o) = 0), le

demi grand axe est égal au rayon de la trajectoire (a(o) = R) et la fréquence angulaire est

notée @ On considere une orbite képlérienne voisine, version perturbée de cette orbite
. . . ; . : 1
circulaire. L’orbite perturbée est une ellipse de demi grand axe a =R+4a et

P 1 0 . A s
d’excentricité eV =e® + Ade=Ae. Cette orbite peut étre vue comme résultant de la
composition de deux classes indépendantes de perturbations :
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e Classe I : Porbite reste circulaire, mais avec un rayon différent: a=R+4a, e€=0.

e Classe II : 'orbite devient elliptique, le grand axe reste inchangé : a=R, e=4e#0.

Avec des notations standard, le mouvement perturbé est décrit en coordonnées polaires par

p(t)=R+u(t) et ¢(t)=a)t+$ ce qui définit les fonctions U et v. La pulsation

b

d ldo
instantanée du mouvement est — =0 +———=w+ Aa)(t).
dt R dt
U 8 — Pour une orbite perturbée de classe I (orbite circulaire), U (t) = Aa est constant. Déduire

d 3
de la troisieme loi- loi de Kepler [aswz = Cte} que d_z-t) = —Ea)Aa .

O 9 — Justifier que, pour la perturbation de classe 11, la période du mouvement ne change pas ;

déduire de la loi des aires { p° (d—¢] = Cte} que, a ordre le plus bas, (Z—lt) =-2wU.

dt

I1 — Etude du probléme direct

On affirme dans cette partie existence de Neptune et on détermine comment cette plancte
affecte la trajectoire d’Uranus. On se réfere donc, a partir de maintenant a ’équation du
mouvement de la question 0.

I1-1. Equations pertutbatives aux ordres les plus bas

0 10 — Dans quelle mesure la force f peut-elle étre évaluée (a priori tout au moins) a partir

du mouvement non perturbé des planc¢tes Uranus et Neptune ?» On admettra dans la suite
Iexpression

~(0) =(0 ~(0
f_am | A=A AV

NEEEN R

3

Q 11 — Dans le repére mobile (S, €

P H
0

AP =B en fonction deR, ,Ry et 2 =0, - Q,.

€,,€,), le mouvement non perturbé d’Uranus est décrit

par le vecteur SU = p "€ =R, € . Exprimer, dans ce repére, les composantes de A et de

—

En déduire les expressions des composantes de f: f=1f & +f €, 6 sous la forme

D

f,=¢F, et f,=¢F,, avec

B (cos.2t —k)
7 (1-2kcost+k*)*?
sin(£2t)

F =- +sin(2t) .
’ (1-2kcost+k?)¥? ()

—COSL2t et

Exprimer ¢ et K en fonction de G,m,R; etR,.
Numériquement (voir Fig. 3) &= 2,26 x10°® UA.(année) * et kK ~0,638.
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U 12 — En comparant les ordres de grandeur respectifs de ‘ 1?‘ etde

=, vérifier la légitimité
Pu
de 'approximation faite sur f ala question 10.
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Fig. 3. Dorces réduites en fonction de la phase £, Ies « I' » sont de
Pordre de 'unité, ce qui monire que € calibre effectivement la force |f].

013 - On pose g, ()= AP +U(t) et $t) = ¢ (1) + LY

. Montrer que U et U obéis-
sent au systeme différentiel linéarisé suivant, noté [C-13] (C pour complet et 13 pour
numéro de la question) :

U—-2Q,0-3Qfu=¢F,
U+20,U=¢F,

[C-13]
I1-2. Etude de la solution forcée

n=0 n=1
solution forcée du systeme [C-13] est-elle développable en série de Fourier ?

Q15 — On pose u (t) = 82 u, cosnat et U(t) = SZUH Sinnt . Justifier les parités respecti-
n n

ves des fonctions U et v . Le calcul conduit a I’identification

U 14 — Justifier les développements F, = Zan cosnet et F, = an sinnt. Pourquoi la

a
Uy = ——>

(nQ2a, —20)b,) -2n0Q,Qa, + (347 +n*0Q*)b,
2> U = 2 22y St U= 2272 292
3QY, nQ(Q;, —n"Q°) n“0Q2°(Q; —n°Q°)

Retrouver 'expression de U, en procédant a un moyennage judicieux du systeme [C-13].

Les valeurs numériques de €2, et de (2, ont été calculées a la question 3. Pour quelle

valeur de N, notée I, y a-t-il quasi résonance, c’est-a-dire quasi nullité des dénominateurs ?
Dans la suite, on se limitera aux polynémes trigonométriques

u(t) = eu, + eu, cos(rat), v(t)=ev,sin(rot).
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- 0 16 — Le calcul donne a, =1,50 et b, =-1,18.
T 50 / \ / \ Déduire de la question 15 que
250 \ / \ A, (t) =—ysin(20t) ; calculer ¥ en seconde
E 0 °/ o \ T . ‘-\.-.... d’arc. La Fig. 4 confronte le. résultat de ce
b -250 calcul et les données expérimentales. C’est
< -500 / \ évidemment trés mauvais ; sans doute parce

750 \ 1/ \ quiil n’a pas été tenu compte de la solution

homogene de [C-13]. Il faut donc revenir sur la
résolution de ce systeme et apprécier le role de

Fig. 4. 'Co;»;/rw:fm/zcw‘ des dormefx e.xprermm;‘a!e:f @ cette solution homogéne ; c’est I'objet de la
la solution obtenne a la question 16. 1 convient .
partie II-3.

donc de revenir sur la résolution du systeme C-13.

1700 1720 1740 1760 1780 1800 1820 1840

I1-3. Etude de la solution compléte

U 17— Le systeme homogene associé a [C-13] peut se réécrire sous la forme du systéme [H-17] :

i-202,0-3Q%u=0

[H-17]
U+202,U=00+202,u=202 A

ou A estune constante d’intégration. Etablir que les solutions de ce systeme sont la somme

. - , . 0) (0 . . .
e d’une solution, dite de fréquence angulaire nulle {U( ), ! )} , faisant intervenir une cons-

tante d’intégration B

e ct d’'une solution dite de fréquence angulaire €2, faisant intervenir deux autres constan-

tes d’intégration, a et f.

La solution homogene fait ainsi apparaitre ainsi quatre constantes d’intégration, A, B, a et
f etlona:

{U, U} = {u(o) + U(QU), o +U<QU)} , AVeC

u® =4A u“ (t) = asin (2, 1) + Beos(2,1)
0@ (t)=-6AQ,t+B vV (t) = -2Bsin(2,t)+2acos(2,t).

IT-4. Retour sur les lois de Képler

U 18 — Supposons que le mouvement d’Uranus dans le référentiel (S, €,,€,,€;) soit circu-

laire de rayon a=R, + AR, ouAR, est un terme perturbatif constant ; la perturbation
dans ce cas est de classe I, selon la nomenclature introduite au paragraphe I-2. L’équation
différentielle liant ¥ a U est alors (¢ la premiere équation de [H-17]) 20+302,u=0.

En s’appuyant sur les considérations de la question 8, interpréter la solution de fréquence
angulaire nulle de [H-17].

U 19 — On s’intéresse maintenant 2 une perturbation de classe II ; le mouvement perturbé est

décrit par {U(QU), U(QU)} ; il obéit aux lois de Kepler. Montrer qu’il résulte de la troisiéme loi
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de Kepler que la période du mouvement perturbé est égale a la période du mouvement non
perturbé, ce dernier étant circulaire uniforme ; on justifie ainsi que la fréquence angulaire de

la solution périodique soit £2 .

I1-5. Retour sur le moment cinétique

Q 20 - Veérifier que la solution {u'®), v} vérifie Péquation différentielle suivante [1-20]
o +20,uv =0. [L-20]

Mettre cette observation en perspective du résultat de la question 9.

II-6. Considérations numériques

Q) 21 - Expliquer pourquoi il est plus aisé de tester expérimentalement la solution U(t) que
la solution u(t).

U 22 — La solution générale du systeme [C-13] donne expression suivante pour Ag, (t)

Ay (t) == —ysin20t +Ri(—6A.q,t +B-24sinQt+2acosQt)

U

= —ysin2Qt + LA+ S, + BisinQt+ g, cost
\—W—J | —

Perturbation due a Neptune  Solution affine de I'équation homogéne  Solution périodique de I'équation homogéne

i Les quatre parameétres inconnus A, B,a et B
o \ (ou B, B,, Bs et B,) se déduisent des données
.

expérimentales. Plutoét que de considérer les
o f’-_\u,{ valeurs des fonctions cherchées et de leurs
2 . dérivées a un instant donné, nous allons
= \ ...,/ \ adopter une méthode d’obtention globale des

) parametres, en considérant la mesure quadra-
1700 1720 1740 1760 1780 1800 1820 1840

50

calcul et mesures

IYMOE

, , ; . tique d’erreur D,, , définie sur M points par
Fig. 5. Meilleur ajustement pour la correction de q M > p p
longitude d'Uranus @

2
Bo~—4,12", B, ~—23,6", B, ~ 867", f ~—4,12" et B, ~ 45,5".

1 M , )
D}y = D[ AGE (1) - Ad 1)
k=1

Pourquoi cet estimateur donne-t-il des résul-

$ 1000 m tats préférables a ceux que donnerait
%T 500 ] | Lt Pajustement en un point ? Donner, sans
é i L développer les  calculs, le principe
= e li d’obtention des parametres inconnus.
S ) Commenter le résultat du calcul, représenté
@ s | Fig. 5 (et qui, pour information, correspond
% _;zig I A la valeur minimale Dy, =17,2") ; en parti-
3 i ””””IW' 1L Afmlfe culier, comparer l'ordre de grandeur des

2000 3000 4000 5000 00O oscillations de A@gy® () a 'amplitude y .

Fig. 6 — Battements dans la correction de longitude. La partie
en gras, encadrée en pointillés, correspond awx données

accessibles entre les années 1690 et 1840 (¢ Fig. 3). dans ]’expression de A¢N (t) sont quasjment

O 23 — Les fréquences angulaires 202 et €2,
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commensurables ; elles font donc apparaitre le phénomene de battement (Fig. 6), de fré-

quence angulaire 2 = —20.

Calculer la périodeT, associée a €2 . Est-il possible, pour une durée d’observation T trés

inférieure a Ty, de séparer les composantes oscillatoires de fréquence angulaire 242 et €2 ?

III — Esquisse du probléme inverse

Jusqu’ici, nous avons supposé 'existence de la plancte perturbatrice (Neptune) et nous avons
étudié la maniére dont sa présence affecte la trajectoire d’Uranus. Dans la réalité, il en est allé tout
autrement. L’affirmation de Pexistence de Neptune est un tour de force de physique théorique.
Pour en avoir une idée, nous considérons le modele simplifié suivant :

Silon ne tenait pas compte de la perturbation apportée par la planéte Neptune, on trouverait que

la trajectoire non perturbée d’Uranus autour du Soleil serait circulaire (orbite képlérienne de
L ) . 0

grand axe a =R, dexcentricit¢ € =0 ; fréquence angulaire €2, ¢(t)= ¢( )(t) =0t). Cette

trajectoire calculée tient compte des solutions du systeme homogene (H-17) ; elle n’est évidem-

ment pas observable.

La trajectoire observée semble képlérienne, de grand axe a et d’excentricité € <<1 ; son équation
polaire est

a(1-¢’)
P= 1+ ECOS(¢) au p?emiera[l_ eCOS(¢):|.
ordreene

Elle vérifie p z—f =R2Q,.

Les parties 111-1 et I1I-2 ci-apres sont traitables indépendanment lune de ['antre.
ITI-1. Premier traquenard de ’ajustement : masquage de Peffet prépondérant

O 24 — Etablir que, au premier ordre en €,

#(1) = " (t) = Qt+ 2esin(Qt).
Avant la découverte de Neptune, il s’agissait seulement d’ajuster € aux données expérimentales.

U 25 — 11 résulte de ce modele (et du calcul de la question 22) que la seule correction a considérer
est, dans le cadre de ce modéle, celle qui est due a Neptune :

Ag()=9g (1) —Qt= —ysin202t =-ysinQt.

Perturbation due a Neptune

Justifier maintenant laffirmation suivante :

La trajectoire perturbée ressemble a une orbite képlérienne, avec ['exccentricité (incorrecte !) € =——y

(z -2 ><1073) . La vraie correction ( 7 = 900") est relativement importante ; il se trouve que, lorsque l'on

considere une orbite képlérienne incorrecte, la correction résiduelle est plutot faible (¢f. question 16).
L’influence de Neptune pent donc étre masquée par une valenr incorrecte de exccentricité d’Uranus.

0 26 — Avec quelle précision faut-il mesurer 'excentricité d’Uranus pour étre sir que ses anoma-
lies de trajectoire soient lies a la présence d’un corps étranger ?
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O 27 — On suppose que les paramétres orbitaux de Neptune — planéte dont on affirme
Pexistence — sont inconnus. On se propose de déterminer ces derniers a partir des données
expérimentales. 1l faut d’abord déterminer les quatre f de la question 22. Quels sont les autres
parameétres a introduire ? interviennent-ils linéairement dans 'expression de 'anomalie de longi-
tude ?

I1I-2. Deuxi¢me traquenard de ’ajustement : ambiguité

U 28 — Supposons résolus tous les problémes ; la solution perturbative, limitée a I’harmonique 2,
a été optimisée (question 22) ; toutes les valeurs numériques sont connues :

A¢N(t):%: —ysin20Qt  + Bt+ B, + fysinQt+ S, cos Q.

Perturbation due a Neptune  Solution affine de I'équation homogéne  Solution périodique de I'équation homogéne

Plagons Neptune sur son orbite. Déplacons-la maintenant de 180°, c’est-a-dire plagons la diamé-
tralement opposée par rapport a sa position initiale. Cela change-t-il quelque chose a la solution ?
Voyez-vous une méthode pour résoudre cette ambiguité ?

FIN DU PROBLEME
FIN DE L’EPREUVE
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Vénus

Source : http://www.cnes.fr/html/_107_519_.php



