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PREMI ÈRE ÉPREUVE DE PHYSIQUE

Fili ère MP
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À PROPOS DE HEINRICH OLBERS
L’astronome allemand HEINRICH W. M. OLBERS (1758—1840) d́ecouvrit les ast́eröıdes Pallas et
Vesta en 1802 et en 1807 ; en 1831, il réalisa la premìere observation de la comète qui porte son
nom (13P/Olbers). Les caractéristiques orbitales de cette comète ontét́e d́etermińees initialement par
C. F. GAUSS et F. BESSEL. Elle aét́e observ́ee pour la dernière fois lors de son passage au périhélie
(distance minimale au Soleil) le 10 janvier 1956. Certaines propriét́es de cette com̀ete sont examińees
dans la Partie I.

OLBERSa aussíetudíe le paradoxe qui porte aujourd’hui son nom : si l’univers contient une multitude
d’étoiles distribúeesà peu pr̀es ŕegulìerement, un observateur terrestre qui observe le ciel dans une
direction arbitraire devrait toujours voir au moins uneétoile, aussi lointaine soit-elle ; tout point du ciel
devrait donc sembler brillant, de jour comme de nuit. Certains aspects de cette affirmation paradoxale
seront discut́es dans la partie II.

Les vecteurs sont notés en caractères gras :v, F et leurs normes en italique‖v‖ = v, ‖F‖ = F . Dans
le syst̀eme de coordonńees sph́eriques(r,θ ,ϕ) et dans la base orthonormée(er ,eθ ,eϕ), on rappelle

quegrad f (r,θ ,ϕ) =
∂ f
∂ r

er +
1
r

∂ f
∂θ

eθ +
1

r sinθ
∂ f
∂ϕ

eϕ . On note ˙x =
dx
dt

la dérivée d’une fonctionx(t).



À PROPOS DE HEINRICH OLBERS

I. — La comète 13P/Olbers
Les parties I.A et I.B de ce problème peuvent̂etre abord́ees ind́ependamment.

I.A. — Mouvements coḿetaires
On étudie dans cette partie le mouvement d’un corps ponctuelM de massem, soumisà l’action d’un
centre attracteur fixèa l’origineO des coordonńees d’un ŕeférentiel galiĺeenR. On poserar = ‖OM‖.
L’action de ce centre attracteur est décrite par une force uniqueF = −m· gradU(r), où U est une
fonction suppośee connue. On note aussiv la vitesse deM dansR, LO = mOM ∧v, L = ‖LO‖ > 0
etC = L/m

1 — Montrer que le mouvement deM est plan.

On choisira d’appeler(Oxy) ce plan, orient́e par la conventionLO = Lez ; l’ étude du mouvement de
M dans(Oxy) s’effectuera en coordonnées polaires(r,ϕ).

2 — On noteE = mε l’ énergie ḿecanique deM. Exprimerε en fonction der, C, ṙ etU(r).

Le point M est en fait le centre d’une comète sph́erique et homog̀ene se d́eplaçant dans le champ
de gravitation du Soleil (de masseM⊙). Pour tout le reste de la partie I.A, on adopte l’expression
U(r) = −K/r où K est une constante, et l’on se place dans le référentiel suppośee galiĺeen dans
lequel le Soleil est fixe, homogène et sph́erique. De plus, on ńeglige l’influence des tous les autres
corps du syst̀eme solaire.

3 — ExprimerK en fonction de la constante de la gravitation universelleG et de la masse du
SoleilM⊙.

4 — À quelle condition surε le mouvement deM vérifie-t-il rmin 6 r 6 rmax< ∞ avecrmin 6= rmax?
Les constantesrmin et rmax sont respectivement appelées ṕerihélie et aph́elie de la trajectoire.

On suppose d́esormais que la condition de la question 4 est vérifiée. L’origine des instants (t = 0) et
des angles polaires (ϕ = 0) sera choisie de sorte quer(t = 0) = rmin, ϕ(t = 0) = 0.

5 — Exprimerε et C en fonction deK, rmin et rmax puis en fonction deK, a =
rmax+ rmin

2
et

p =
rmaxrmin

a
.

6 — Quelle est, sans démonstration, la nature de la trajectoire deM ? Indiquer en justifiant votre

réponse, la signification physique des paramètresa, p et e=
rmax− rmin

rmax+ rmin
? Repŕesenter la trajectoire

deM en pŕecisant les points et dimensions remarquables.

7 — On étudie la partie de la trajectoire pour laquelle 0< ϕ < π. Quel est alors le signe de ˙r ?
Exprimer ˙r en fonction deε, K, C et r. Montrer que la duŕeeτ de parcours dermin à r(ϕ) le long de
cette trajectoire s’écrit

τ =

√

a
K

∫ r(ϕ)

rmin

r
√

a2e2− (r −a)2
dr

8 — On effectue le changement de variabler = a(1− ecosξ ). L’angle ξ est appeĺe anomalie
excentrique. Exprimer la duŕeeτ du trajet du mobileM depuis l’instant initial jusqu’̀a sa position
actuelle reṕeŕee parξ , en fonction deξ , e, a etK puis deξ , eet de la ṕeriodeT du mouvement deM.
Quel est le nom de la relation qui lieT, K eta?

On consid̀ere que la trajectoire de la Terre autour du Soleil est circulaire, de rayona0 = 1 UA (unité
astronomique) et de périodeT0 = 1 anńee= 365,25 jours. Les caractéristiques orbitales, assez stables,
de la com̀ete 13P/Olbers sont les suivantes : excentricité e= 0,930 ; distance au Soleil au périhélie
rmin = 1,18 UA. On admettra que les relationsτ(ξ ) etr(ξ ) se ǵeńeralisent̀a tout point de la trajectoire
de cette com̀ete.

9 — À quelle date la com̀ete reviendra-t-elle pour la prochaine fois au périhélie ?À quelle date la
comète se trouvera-t-elle la prochaine foisà la distancer = 26,06 UA du Soleil ?
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Physique I, anńee 2009 — filìere MP

Comète Ikeya-Zhang photographiée en 2002̀a l’observatoire de Haute-Provence.

I.B. — La queue de la com̀ete
En 1811, OLBERS proposa pour la première fois une th́eorie quantitative pour expliquer la formation
de la queue des com̀etes, en imaginant que les particules qui la composent sont soumises̀a une force
répulsive d’originéelectrique variant comme le carré de l’inverse de la distance au Soleil. On connaı̂t
aujourd’hui le ḿecanisme de formation de la queue de la comète, en particulier si elle est forḿee de
poussìeres solides.

C1 C2 C3

S1

S2

φ φ φ

Les poussìeres sont entraı̂nées par un flux de particules (le vent solaire)émises par le Soleil et se
déplaçant̀a une vitesse de l’ordre de 400 km·s−1. Onétudie pour simplifier (cf. ci-dessus) une comète
se d́eplaçant en ligne droitèa la vitesse de 30 km·s−1 ; la droite en traits pleins d́esigne la trajectoire
de la com̀ete, et les traits pointillés la direction du vent solaire.

10 — En justifiant votre ŕeponse, indiquer si le Soleil est disposé du ĉoté S1 ou du ĉoté S2 sur la
figure ci-dessus.

11 — En justifiant tout autant la réponse et sur cette même figure, la com̀ete se d́eplace-t-elle
dans le sensC1 → C2 → C3 ou dans le sensC3 → C2 → C1 ? Calculer l’angleφ entre la direction
Soleil–com̀ete et la direction moyenne de la queue de la comète.

FIN DE LA PARTIE I
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À PROPOS DE HEINRICH OLBERS

II. — Le paradoxe d’Olbers
Les parties II.A, II.B et II.D de ce problème peuvent̂etre abord́ees de manière ind́ependante,̀a condi-
tion éventuellement d’admettre les résultats donńes par l’́enonće s’ils n’ont pas pûetreétablis.

II.A. — Équilibre thermique et rayonnement
On étudie un gaz parfait eńequilibre thermiquèa la temṕeratureT (uniforme) dans un champ de
forces ext́erieures ; la forceF exerćee sur une molécule du gaz de massem estF = mG, où le champ
de forcesG = −gradU dérive du potentielU .

On noteR la constante molaire des gaz parfaits,NA la constante d’AVOGADRO, M = NAm la masse
molaire du gaz etk = R/NA la constante de BOLTZMANN . La pression dans le gaz est notéeP.

z

z+dz

b

b

z

G

12 — On consid̀ere un voluméelémentaire de ce gaz, d’extension suffisam-
ment faible pour que l’on puisse considérer le champ de gravitationG = −Gez

constant sur ce volume. Ce volume sera constitué d’un cylindre de gaz, com-
pris entre les altitudesz et z+ dz, de sectionS et de hauteur dz, en équilibre
mécanique sous l’action du champ de forcesG et des forces de pression. Expri-
mer la d́erivée dP/dz en fonction deG, P, T, metk.

13 — En d́eduire uneéquation diff́erentielle reliantP et U , avec comme
param̀etresm, k etT. Montrer enfin qu’̀a l’équilibre thermique, la densité parti-

culaire dans le gaz (n : nombre de moĺecules par unit́e de volume) v́erifie n = n0exp

(

−
E
kT

)

, où n0

est une constante, etE = mU est l’énergie potentielle d’une molécule dans le champU .

Nous admettrons dans la suite la géńeralité de ce ŕesultat : le nombre de molécules d’́energie E
dans une assemblée de moĺeculesà l’ équilibre thermiquèa la temṕerature T est proportionnel̀a
exp(−E/kT).

On d́ecrit maintenant un corps solide enéquilibre thermiquèa la temṕeratureT. Les atomes formant
ce corps sont, dans ce modèle, ŕepartis en deux populations,à raison den1 atomes par unité de volume
à l’énergieE1 etn2 atomes par unité de volumèa l’énergieE2, avecE2 > E1.
Ce solide absorbe etémet en permanence un rayonnementélectromagńetique, que l’on d́ecrira ici
comme une assemblée de particules (photons) ; on ne s’intéresse ici qu’aux photons de fréquences
voisines deν = (E2−E1)/h (où h est la constante de PLANCK ) susceptibles d’être absorb́es ouémis
lors des transitions entre les deux niveaux d’énergie.
Selon un mod̀ele propośe par EINSTEIN, les processus d’émission et d’absorption des photons par le
solide se compensent et sont régis par leśequations diff́erentielles

dn1

dt
= −

dn2

dt
= A(ν)n2 +[−B(ν)n1 +C(ν)n2]uν(ν ,T)

où uν(ν ,T) repŕesente la densité volumique spectrale d’énergieélectromagńetique : si l’on note
n∗(ν ,T) le nombre de photons par unité de volume et par unité de fŕequence, on a alors la re-
lation uν(ν ,T) = hν n∗(ν ,T) ; les grandeurs positivesA(ν), B(ν) et C(ν), appeĺees coefficients
d’EINSTEIN, ne d́ependent que de la fréquenceν .
On suppose finalement que lim

T→+∞
n1 = lim

T→+∞
n2 = no.

14 —Quelles sont les unités SI de mesure et la signification physique des grandeursuν(T), A(ν),
B(ν) etC(ν) ?

15 — Déterminer l’expression du rapportn2/n1 à l’équilibre. En utilisant la relatiońetablie
à la question 13, montrer que l’on peut trouver 2 fonctionsF(ν) et H(ν) telles queuν(ν ,T) =

F(ν)

[

exp

(

hν
kT

)

−H(ν)

]−1

. On exprimeraF(ν) etH(ν) en fonction deA(ν), B(ν) etC(ν).
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II.B. — Loi de Planck
La loi dite de PLANCK donne les expressions de la densité volumique spectrale d’énergieuν du
rayonnement̀a l’équilibre thermique, et du flux surfacique spectraljν émisà la surface d’un corps
noir :

uν(ν ,T) =
8πhν3

c3

[

exp

(

hν
kT

)

−1

] et jν(ν ,T) =
2πhν3

c2

[

exp

(

hν
kT

)

−1

]

où c est la vitesse de la lumière dans le vide.

16 —Montrer que la loi de PLANCK est compatible avec les résultats de la question 15. Déterminer
les rapportsC(ν)/B(ν) etA(ν)/B(ν).

17 — Montrer que le flux surfacique totalj rayonńe par un corps noir se met sous la forme
j = σTψ ; On justifiera soigneusement la valeur deψ et on exprimera la constanteσ en fonction de
k, h, c et de l’int́egraleI =

∫ ∞
0 e−xx3 [1−e−x]

−1 dx.

18 — En utilisant la relation∀|z| < 1 ,(1− z)−1 =
∞

∑
n=0

zn , exprimerI en fonction de certaines

valeurs des fonctionsΓ d’EULER et ζ de RIEMANN , on rappelle que

∀x∈ R
∗,Γ(x) =

∫ ∞

0
e−ttx−1dt , Γ(x+1) = xΓ(x) et ζ (x) =

∞

∑
n=1

1
nx .

On peut calculerΓ(1) = 1, ζ (4) = π4/90, et mesurerk = 1,38×10−23J.K−1, h = 6,62×10−34J.s,
c = 3,00×108m.s−1 , déterminer la valeur nuḿerique deσ . Quel est le nom de cette constante ?

II.C. — Le ciel est clair, le jour. . .
On étudie ici un mod̀ele simplifíe d’univers illimit́e, lesétoilesétant toutes assimiléesà des sph̀eres
de m̂eme rayonR⊙, de m̂eme temṕerature de surfaceT⊙, dont le rayonnement est régi par la loi de
PLANCK affirméeà la partie II.B. Ceśetoiles sont ŕeparties statistiquement de manière quasi-uniforme
à raison den⊙ étoiles par unit́e de volume (n⊙R3

⊙ ≪ 1) dans tout l’univers, considéŕe comme une
sph̀ere de grand rayonR∞ et de centreO. L’espace compris entre lesétoiles est vide.

On consid̀ere une plaǹete sph́erique, de centreO, de rayonRp, dispośee au voisinage d’une desétoiles
ci-dessus (appelée étoile locale) et̀a beaucoup plus grande distance de toutes les autresétoiles de
l’univers. La distanced entre le centre de la planète et celui de sońetoile locale v́erified ≫ R⊙ > Rp.
On ńeglige toute pŕesence d’atmosphère autour de la planète, et on fait l’hypoth̀ese que cette dernière
montre toujours la m̂eme facèa l’étoile locale.

Pour les applications nuḿeriques, on adoptera les valeurs relatives au couple Soleil-Terre : T⊙ =
5700 K,R⊙ = 750000 km,d = 150×106 km.

19 — Dans un premier mod̀ele, on ne tient compte que de l’étoile locale. On consid̀ere d’une part
que la facéeclaiŕee de la plaǹete est̀a temṕerature uniformeTe et d’autre part que cette planèteémet
un rayonnement conformèa la loi de PLANCK . Déterminer l’expression et la valeur numérique deTe

en ŕegime permanent. Quelle est, dans ce modèle, la temṕerature de la face nońeclaiŕee ?

z θ

P

C

20 — On étudie maintenant un modèle òu la temṕerature de la partie
éclaiŕee de la plaǹete n’est pas uniforme ; un pointP de la facéeclaiŕee est
caract́eriśe par l’angleθ fait par le rayon vecteurCP meńe depuis le centreC
de la plaǹete avec la direction d’éclairement. D́eterminer,̀a l’équilibre radia-
tif local, l’expression de la températureT(θ) d’un point de la facéeclaiŕee en
fonction deT⊙, R⊙, d et θ . On d́efinit la temṕerature moyenne de la planète

par T̄ =
1
S

∫∫

T(P)dS, l’int égraleétantétenduèa toute la surfaceS de la plaǹete. D́eterminer l’ex-

pression et la valeur nuḿerique deT̄.
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21 — Ce mod̀ele vous parâıt-il satisfaisant pour d́ecrire la temṕerature de surface de la Terre ?
Comment proposeriez-vous de l’améliorer ?

On adopte enfin un modèle plus complet, destiné à rendre compte deśechanges thermiques entre
les différentes parties adjacentes de la surface de la planète. Celle-ci est d́ecrite comme une couche
sph́erique de rayonRp, de faibleépaisseure≪ Rp, conductrice thermique avec la conductivité ther-
mique λ constante. En régime permanent, la température de sa surfaceT(θ) ne d́epend que de
l’angle θ .

22 — Rappeler et justifier qualitativement la loi de FOURIER de la conduction thermique. En
déduire que la temṕeratureT(θ) vérifie l’équation diff́erentielle

1
sinθ

d
dθ

(

sinθ
dT
dθ

)

+α
[

Z4(θ)−T4(θ)
]

= 0

on exprimera la constanteα en fonction des donńees du probl̀emes et la fonctionZ(θ) en fonction de
T⊙, R⊙ etd pour 06 θ 6 π. On ne cherchera pas̀a résoudre cettéequation diff́erentielle.

II.D. — . . . et la nuit ?
Dans les mod̀eles d́evelopṕes ci-dessus, la température des plaǹetes sur leur face sombre apparaı̂t
comme tr̀es faible ; elles ne sont en effetéclaiŕees que par« cette obscure clarté qui tombe deśetoiles»
(CORNEILLE). Nous allons estimer, avec OLBERS, que la quantit́e de lumìere reçue ainsi est pourtant
a priori loin d’être ńegligeable.

Dans cette partie, ońetudie une plaǹete isoĺee, sanśetoile locale, et donc plongée dans une nuit
perṕetuelle : la surface de la planète n’estéclaiŕee que par un ciel nocturne. Revenant au modèle
présent́e au d́ebut de la partie II.C, on suppose lesétoiles ŕeparties uniforḿementà raison den⊙
par unit́e de volume,̀a une distance variabler du centreC de la plaǹete, sph́erique de rayonRp. On
rappelle quer varie der0 > Rp àR∞ ≫ r0.

2Rp

Plaǹete (le sch́ema n’est pas̀a l’échelle)

r

Uneétoile

Le rayonnement de chaque
étoile est isotrope

23 — Exprimer le nombre dN d’étoiles comprises entre deux sphères de centreC et de rayonr et
r +dr. En d́eduire la puissance thermique reçue par la planète de la part de cesétoiles. On ńegligera ici
tout ph́enom̀ene d’absorption ou d’ombre : lesétoiles ne s’occultent pas. En déduire que la puissance
totale reçue par la planète s’́ecrit P = κR∞, où on exprimeraκ en fonction de la constanteσ des
questions 17 et 18 ainsi que deT⊙, R⊙, Rp etn⊙.

24 —Le paradoxe de la nuit noireouparadoxe d’Olberspeutêtre expriḿee ainsi :« si l’univers est
infini, le rayonnement provenant desétoiles l’est aussi et le ciel de nuit devraitêtre clair ; si par contre
l’univers est fini, il n’est pas stable et s’effondrera.» Expliquer brìevement la nature de l’instabilité
évoqúee ici.
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Le paradoxe de la nuit noire ne se présente plus dans le cadre des modèles d’univers modernes (en
particulier dans le mod̀ele cosmologique standard, ou« big bang»). Dans ce mod̀ele, l’univers est
fini et uneétoile quelconque sitúeeà la distancer de la plaǹete de l’observateur s’éloigne de celui-ci
radialement̀a la vitesseV = H0 · r, où H0 = 2,5×10−18 s−1 est la constante de HUBBLE.
On sait aussi, en supposant valide la cinématique classique non relativiste, que la longueur d’ondeλa

apparente de la lumière reçue de la part d’unéetoile quiémet de la lumìereà la longueur d’ondeλ⊙

estλa = λ⊙ (1+V/c), où c = 3,0×108 m ·s−1 est la vitesse de la lumière : c’est l’effet DOPPLER-
FIZEAU.

25 —En utilisant la loi de PLANCK donńee en II.B, montrer que la longueur d’ondeλm correspon-
dant au maximum d’émission de rayonnement d’énergie thermique d’un corps solideà la temṕerature
T, vérifie la relationλm = µ/T. On exprimera la constanteµ en fonction deh,k,c etx∗ solution non
nulle de l’́equation 3−x = 3e−x. Comment s’appelle cette loi ?

26 —En utilisant la loi pŕećedente et en supposant valide la cinématique classique non relativiste,
déterminer la temṕerature apparenteTa d’une étoile sitúee à la distancer de l’observateur. Faire
l’application nuḿerique pour unéetoile semblable au Soleil, mais située à dix milliards d’anńees-
lumière de la Terre (une année-lumìere est la distance parcourue dans le vide par la lumière pendant
une anńee).

27 —En consid́erant toujours la cińematique classique non relativiste, montrer que l’effet DOPPLER-
FIZEAU permet de lever le paradoxe d’OLBERS dans un univers infini. On donnen⊙ ≈ 10−57 m−3

ainsi que le flux surfacique moyen reçu du Soleil sur la Terrej⊙ ≈ 1kW.m−2.

28 — Le mod̀ele du« big bang» prévoit que l’univers est̂aǵe d’environ 13,7 milliards d’anńees.
Montrer que dans le cadre de ce modèle et sans m̂eme consid́erer l’effet DOPPLER-FIZEAU, le para-
doxe d’OLBERSne tient plus. On noteraRth la distance maximale de l’étoile observable dans le cadre
du mod̀ele du« big bang».

29 — La longueur d’onde du maximum du rayonnement thermique du Soleil est λ⊙ = 520 nm.
Les processus physiques les plus anciens observés, et donc les plus lointains, sont associés au rayon-
nement diffus cosmologique. Ce rayonnement a une température apparenteTa = 2,7 K. Quelle est
la longueur d’onde apparenteλa assocíee au maximum d’émission du rayonnement diffus cosmolo-
gique ? Dans quel domaine spectral se situe-t-elle ? Savez-vous quand et par qui ce rayonnement aét́e
découvert ?

FIN DE LA PARTIE II

FIN DE L’ ÉPREUVE
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