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I Propagation de la lumiere

1) Question de cours

Milieu linéaire : L'induction électrique D et le champ électrique E sont liées linéairement par
un coefficient scalaire, la permittivité du milieu 3¢/ D = ¢E.

Homogene : propriété locales identiques en tout point

Isotrope : Propriétés identiques dans toutes les directions

Transparent : Qui n'absorbe pas la lumiére.

2) Question de cours

Cf. Cours : Lois de Snell-Descartes

L’histoire est chose délicate pour des lois « physiques »...

Ces lois sont publiées par Descartes en 1637.

Elles sont publiées par Snell en 1621, et sont connues sous cette appellation dans le monde
anglo-saxon.

Toutefois les lois de la réflexion sont connues depuis I'antiquité, celles de la réfraction sont
attribuées a une paternité qui prend ses sources a Bagdad vers I'an 1000 avec lIbn Sahl, elle
se développe ensuite avec Alazhen, puis Vitellion, Bacon, Harriot et Kepler (1601).

3) Notion de réflexion totale :

Si un rayon lumineux est réfracté (transmis), il vérifie avec le rayon d’incidence la loi de la
réfraction n, sini; = n, sini,, soit i, = Arcsin (Z_:Sin il) ou (i, i) € [0,%]2. Si on passe d’'un milieu
plus réfringent & un milieu moins réfringent (n, > n,), la relation précédente ne peut étre
vérifiée pour tout i,.

Avec i, € [Og] et donc borné, elle est invalide pour tout angle d’incidence supérieur a une

limite définie par une réfraction a Pi/2. Soit i; > aj;;, avec iy, = i (iz = g) = Arcsin%.

1

Au-dela de cette limite, il ne peut y avoir de réfraction, I'’énergie du rayon incident est donc
totalement réfléchie.

4) Milieu homogeéne stratifié (vers I'équation iconale)

C.Caire

L’espace est une suite de couches homogénes dont l'indice optique va décroissant avec
I'altitude y. A chaque passage de dioptre (plan séparant deux milieux), le rayon lumineux
s’écarte de plus en plus de la normale.

Aprés un certain nombre de réfraction, on atteindra une situation de réflexion totale, le rayon
« inversera » alors sa propagation selon y.
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5) Invariant
On transcrit simplement I'’équation de la réfraction dans le systéme de coordonnées

dx dx 1

cartésiennes. Avec sini = cosa = — =

ds ~ JdxZ+dy? \/1_'_(%)2'

La quantité définie par la loi de la réfraction reste invariante :

Soit

d
Ny COS Ay = Ny COS Ay =...= Ny cosay, = n(y)cosa(y) = n(y)d—: =C,

d
n(y) = ﬁco

6) Equation différentielle de la trajectoire

C.Caire

2
La conversion cartésienne de I’équation précédente donne n(y) = |1+ (Z—i’) Co

() 1= ()
omdene e 5((2)'-1) = (3) 5((2)) -2()
2
= (-2 s 5

Analogie mécanique...

(0]

Premiere possibilité (accessible) :

C’est limage qu'utilisait Feynman pour illustrer la réfraction, citons le malitre
« Imaginons qu’une jolie fille soit tombée d'un bateau et qu’elle appelle au secours
dans I'eau au point B. La ligne indiquée par x est la berge. Nous sommes au point A
sur la terre et nous voyons l'accident, or nous savons courir et nager. Mais nous
courons plus vite que nous nageons. Que faisons-nous ? Allons-nous en ligne droite ?
(Oui sans aucun doute!). Cependant en faisant preuve d'un petit peu plus
d’intelligence nous réalisons qu’il serait avantageux de parcourir une distance un peu
plus grande sur terre afin de diminuer la distance dans I'eau, parce que nous allons
tellement plus lentement dans I'eau.. » [Feynman — Mecanique 2 Intereditions].

Sa version moderne et « politiquement correcte » (pas de jeune fille) est présente
dans les cours de premiére année, c’'est une analogie mécanique.
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o0 Deuxieéme possibilité (la plus probable et la moins crédible vu la culture des étudiants)

C’est I’équation iconale..
Sous sa forme génerale, c’est I’équation de I'optique des milieux heterogénes, elle

s’écrit %(ne_f) = grad n.
v . L d > ds d — d — = d — F
Le PFD s’écrit de son coté E(p) =d_iE(peT) = vz(peT) =F ;(peT) =

2 R R ., .2
Les deux équations sont identiques si S =gradp=F == gradp = grad (f—m)
2

Soit si la « force » dérive d’une énergie potentielle égale a E, = -2

2m
On identifie alors les termes.
0 Pour un milieu homogene E, est constant, la force est donc nulle et le mouvement est

alors rectiligne uniforme, les trajectoires des rayons lumineux sont des droites.

7) Détermination de la trajectoire

L’'indice décroit avec le numéro de couche, soit avec I'accroissement de y, le signe de k est
donc négatif.

L’équation différentielle s’écrit : dy 2k, _ K y
dx2z  p2 c¢
Pour k <0, I’équation est harmonique, la forme générale des solutions se met sous la forme

y(x) = Asin (g x+ 9). Les conditions initiales nous imposent y(0) = 0 et y(0) = cotana,.
0

Nous en déduisons y(x) = %cotan a, sin (CEOR x) = %sin a, sin (%T‘/__:ao x).

Pour k > 0, I’équation est hyperbolique, la forme générale des solutions se met sous la forme
y(x) = Ash (C—‘/f x) + Bch (‘é——: x). Les conditions initiales sont inchangées, nous en déduisons
y(x) = %sin a, sh (nog/%% x).

La question sur le signe de k est « subtile ».

Les mirages sont dus a l'existence d'un gradient thermique dans I'atmosphére, les mirages
des déserts ou du macadam (plus chaud prés du sol), encore appelés mirages inférieurs sont
a coefficients k>0, mais les mirages célestes, dits aussi supérieurs (bateau dans le ciel, vision
au-dela de I'horizon, effet Novaya Zemlya), sont eux a coefficients k<O.

Pour les fibres, ce sont celles a gradient d’indice qui sont évoquées, elles sont a géométrie
cylindrique, en y(r) elles sont donc a k<O.

Fin de la partie |

11 Nature ondulatoire de la lumiéere

Il A Propagation dans le vide

8) Question de cours électromagnétisme

Equations de Maxwell dans le vide

RotE= -2 divE =
at
Rot B = lza—E divB =0
@
e Vecteur de Poynting : = o EAB
0
e Densité d’énergie électromagnétiqueu,,, = ‘82—0E2 + iBZ
0
9) Conservation de I'énergie
o %(uem) = —divTl
e Equation analogues :
. . . a F—
o diffusion thermique E(u) = —divy »
0 conservation de la charge : %(p) = —div]
C.Caire Mines Ponts 2012 Physique | Corrigé 3/8

Ne pas hésiter a me signaler d’éventuelles erreurs a I'adresse suivante : christophe.caire@prepas.org.
Ce fichier est issu du site http://sites.google.com/site/concourscpgecorrections/home



10)

Le vecteur de Poynting représente le vecteur de densité de flux d’énergie, son flux a travers
une surface donne la puissance transférée au travers de cette surface. L’'équation figure que
comme I'énergie se conserve toute fluctuation locale de I'énergie est due a un transfert. Le
vecteur de Poynting caractérise ce transfert.

Des potentiels
div B = 0, la divergence d’un rotationnel étant toujours nulle => 34/ B = Rot A.

. _a_B _ _i —_— >
Nous avons : RotE = —=- = ——(Rot )
— [ = d > —
Rot (E + (A)) =
Le rotationnel d’un gradient étant toujours nul =>3V / E + %(ﬁ) = —GradV
. = e d -
Soit E=-GradV - (Aa)
Par définition Y=E+jc B= ¥=—GradV —(A)+jcRot A
@B , . 10E _j (0E , . 9B\ _j 0¥
Déterminons ROtl‘p = ROt E +]C ROtB = —E‘}']C 2 ¢ (E E) Py

et div ¥ =divE +jcdivB =0. E et B étant des champs réels (non complexes) la composition
de Riemann-Silberstein est bijective. Les équations de Maxwell se résument sous cette forme

. Rot¥ = L °=
a: — c 0ot
div ¥ =0

11) Mise en forme :

o Développons W.¥* = E.E* + jc(—E.B* + B.E*) + ¢?B. B* or les champs E et B sont réels donc :
Y. Y = F2 4 ¢?B2 = 8— Upm
0
e De méme g*A§=2jc§A§=2ju0cﬁ
12) Equation d’onde
j o¥

Calculons Rot(Rot ‘P) Rot (C ) o (R t ‘P) = —iz a—i = Grad(dl E)) — AP = — AY

at
2

On retrouve I'équation de Jean le Rond D’Alembert => AY = ciz ZT;

Les champs étant rééls I’équation précédente nous permet d’écrire a I'identique I'’équation sur

le champ électrique et le champ magnétique.

Confusion dommageable avec ici I'usage d’'un champ E écrit en notation complexe, le

caractere bijectif de la réduction de Riemann-Silberstein n’étant pas alors démontré.

On utilise AE = - == " avec E = E, exp[](wt — k.7)]
Nous avons alors Agz —k E et a—tgz _sz (classique réduction des opérateurs de l'analyse
vectorielle pour une OPPM), d’ou I'équation dige de dispersion (qui ici ne disperse rien) :

k2 = f—z .
On utilise les relations de Planck-Einstein p, =hk et E=hw pour réécrire la précédente
relation sous la forme : pyc® = E?

13) Vitesse de I’énergie

C.Caire

Dans le champ complexe nous avons (i) = — Re(E AB*) ou B = % Ez—/\E0 exp[j(wt — k.7)]
soit (H) — 820 EO
De méme (Uy) = 1(5_0”5”2 +L||§||2) _ % p2

em Z\Z IE g 12 5 Eo

Dans le cylindre I'énergie moyenne vaut d&; = (u,,,) df dS = 82—" E¢ d¢ dS

L’énergie moyenne ayant traversé la surface pendant le temps défini vaut
d&, = (M) .dS dt = c 2 E2dtdS

D’aprés I'énoncé df = v, dt, on identifie alors ¢ et U, .
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Note : Si cette méthode fournit un résultat correct en I'absence de dispersion (c pour toutes les
vitesses), elle fournit une vitesse différente de la vitesse de phase, ou de groupe dans le cas d'une

dispersion effective, elle n’est donc pas « vraiment » recommandable.

. . . _ 2u? _
Plus précisément, on obtient : Ve = Vo1 avec u = ¢/v,.

- N (11)2—(1)2
Pour Klein-Gordon ou k? = C—z" et v,v,c?, on trouvera v, = c————.

Il B Propagation dans un diélectrique

14) Dispersion et vitesse
e On utilise les résultats du vide avec la substitution de I'’énoncé pour obtenir :

2
w
k? =n?—
Cc
w

équation de dispersion (sans dispersion)

U(p=;

c
- n
15) Diffraction : saut « brutal » du modele ondulatoire a celui de I'optique scalaire

e Situation de diffraction 1D classique, soit ¥ 'amplitude scalaire de I'onde lumineuse.
Selon le principe de Huyghens-Fresnel nous avons :

Y(6,a) =¥, fj;o t(x) exp jo(x) dx
ou t(x) est la fonction de transparence du diaphragme (porte de valeur O et 1 ici)
ou ¢(x) est le déphasage de la cote x par rapport a une référence.

Si on prend O comme référence, on a ¢(x) = (k; — k;). OP = 2 (n, sin 6 — n, sina)x.

c

L'intégrale est la Transformée de Fourier d’'une fonction porte, qui nous produit un sinus

cardinal :
Y(0,a) = W, L.sinc [HTVL (n, sin @ — n, sin a)]
On en déduit I'intensité =Y.y
2
Avec une normalisation a I 1(6,a) = I,. (sinc [”TVL (n, sin @ — n, sin a)LD .

¢ Le maximum de diffraction s’obtient pour n,sinf —n;sina = 0, soit la direction prévue par
I'optique géométrique.
Note : la nature de la lumiére semble avoir subi une bréve discontinuité de modéle dans cette
question.

Il C Propagation de I'onde lumineuse avec une masse de photon
non nulle

Note : Un photon de masse non nulle, voila qui est des plus judicieux pour tester le « sens
physique » des candidats.
16) Jeu de dimension
e [A]= [E] = Energie X T d’ou [6] = [L] = _Energiex?  _ itesse X T = L
w myc massexvitesse
6 a donc la dimension d’'une longueur.

17) Equation de Klein-Gordon
e On utilise les relations de Planck-Einstein p, = hk et E=hw et I’équation impulsion-énergie
donnée par I'’énoncé mZc* + p’c? = E? pour obtenir :
2
e Le candidat trouvera par une inversion dépourvue d’initiative que les termes k? et w?
s’identifient avec des dérivées spatiales et temporelles d’ordre deux, il sera sans doute plus
« inspiré » pour trouver le dernier terme de I’équation de Klein-Gordon.
AE-LE=L1 2L

52=" ¢2 9r2
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18) Des équations de Maxwell en H1 et H2
e En introduisant les termes complémentaires de I'’énoncé nous avons :

RotE = -2 divE=7L
at &0
—— = 1 (3dE F , =
RotB—C—Z(E+;) divE =0
e Les expressions des potentiels découlent de divE =0 et de RotE = —Z—f, ces équations étant

inchangées, leurs solutions le seront aussi, I’hnypothése H2 est donc compatible.

e On introduit les conditions de Jauge A= 01 F et f =0, V. Leur compatibilité avec les axiomes
de base ne fait aucun doute (on restreint I'’espace des solutions). Ces conditions de Jauge ont
toutefois pour objectif de permettre I'écriture des équations de propagation des potentiels
sous une forme de Klein-Gordon, ce qu’aura compris le lecteur « inspiré » en identifiant §
dans les paramétres demandés.

. —>_L__ _i 3 = —)—)__a_E —_1 __i
dwE—s0 =—AV —— (divA) et RotB (at 50) Grad(dlv A) AL (Gr d( )+ 352 80)
AV+£=——(de)
Soit
AA +qu——2;+0 Grad (5 5=+ div A)
On utilise la jauge de Lorentz c_z 5+ div A=0
. Av+si=ci22_l: 1= 1 9%E
Soit ° ,. aidentifier & une forme AE -—=E=553
e =1 1 0°A = at2
AA +u0F=—Zat2
f___V_O-zv

On en déduit . 7 R
A = _62|.10 = 0'1 F

e Autre méthode : les équations de propagation s’obtiennent en combinant les quatre
équations précédentes.

2B R — o (g, B 2 52w\ _ (S 2 1 92%E aF
or Roi(Rot E) = Grad(div E ) - AE = = 2 (Rot B) = Grad (£ ) -8B = -5 55— w0 5t
et Rot(Rot B) = Grad(div B) — AB = —(Rot E) +po Rot F = —AB = —Ciz "atz + po Rot F
1 =
—E—u —+Grad E = 62 —+626rad =
On identifie avec Klein-Gordon{ % L ’ (80) = u_“) ot ] (so)
—B = —poRot F B = —y6% Rot F

19) Equation de conservation de la charge
o

e On exploite divf+gig—f: 0 qui s’écrira vu les transpositions de I'énoncé divﬁ+giat =0, or
0 0
f=-%V o o
8 , donc E = —c2div A, qui est aussi la jauge de Lorentz.
A= —52H0
Nous avons x = —c?
20) Rieman-Silberstein
_— _— o _— _ _@ . ia_ﬁ . > _ l ﬁ . >
e On exploite Ro tg Rot E+jcRot B = ——+jc S —+jcpuoF =7 —=+ jcuoF
etdiv ¥ =divE +jcdivE =21
0
. Rot ¥ =1 224 jey P
soit €0t P
div ¥ ==
R
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e Développons Rot(Rot ¥) = Rot (ﬁ % + jcuoﬁ) = ﬁ %(R—)ot ¥) + jepgRot F
=222 (- Z +jeRot F)

cZ oat?

et Rot(Rot ¥) = Grad(div ¥) — A¥ = Grad(f) — A¥
_— L a_ﬁ _ _E —_ 2 _ 1 _ >
En remarquant que Grad (80) + o P et que Rot F = 2 Rot A
On en déduit AP L L2¥
— §2— (2 §t2
e Pour les potentiels cf question 17.
21) Equation de dispersion
— — 2 - —_— . 2 , .
e On exploite AA — éé = ciz ZT? avec E = Ej exp[j(wt — kz)], soit k? + 5% = ‘:—2 gu’on peut écrire sous
2_,2
la forme désirée k2 == avec w, =<

22) Champ électrique et magnétique
e On exploite la conservation de la charge % = —c2divA = jc* k.A = jc*k.4;, explj(wt — kz)]

Soit V= 62§ .é// explj(wt — kz)]
e On utilise les relations champ-potentiel B = Rot A = —jk AA = —jk A&, exp[j(wt — kz)]
et E=—GradV — %(ﬁ) =jw [:—22 (Eg//) k- go] explj(wt — kz)] = jw [:—Zkzg// — EO] explj(wt — kz)]
E= —jw [Z—% E// + Al] explj(wt — kz)]
e Si A, #0le champ EM ne peut étre transverse électrique, il sera par contre bien transverse
magnétique.

23) Analyse OP
e L’onde progressive n’est possible que pour k* € R,, soit w > w,.

e La vitesse de phase vaut v, = 2= ;2 elle n’est pas constante et est supérieure a c.
w

k
=)
A ce stade, on peut en déduire que les différentes composantes d’'un paquet d’onde se
déplaceront a des vitesses différentes, et que le paquet se déformera donc.

. L4z . dw Wp 2
e La vitesse de groupe eut été plus utile v, = ik 1- (7) .

24) De l'interférométre
e Le Michelson est en lame d’air, les interférences sont localisées a I'infini, il faut donc observer
dans le plan focal de la lentille. (Ecran=plan focal image)
e Soit X, et X;, les distances géométriques distinctes parcourues dans les deux bras de

- N , . Xo,—X
I'interferométre, le déphasage existant entre les deux ondes vaut alors ¢ = Zn%
()
. ) . X,—X 2 i 2 i 2 i
Soit un ordre d’interférence p = 2—=1 = 22580 _2¢t08t _ £ Zecs!
VT VT A Vo Ao

ou A, serait la longueur d’onde de I'onde si c était la vitesse de la lumiére.
e Le chariotage produit le classique comportement, si e diminue les anneaux rentrent au centre
et deviennent plus épais, on tend vers le contact optique, si e augmente c’est l'inverse.

e Le capteur est sur I'axe optique (i = 0), la variation de Ae produit une variation de Ap = vi 2/13
o 4o
. _ w Ae ., Ae 2, 1 _ “’_2 _*h w_z_ Nm 2
SO'tN_% —=k —,etk’+=—,doncm, =~ |- (Ae)

e On compare en fait ici le N du photon avec masse, avec le N’ qui correspondrait au photon
dépourvu de masse, la detection n’aura lieu que pour une variation supérieure a 1 entre N et
N’. Ce ne sera possible que pour de grands Ae, la source doit donc avoir des propriétés de
cohérence temporelle ou spectrale exceptionnelle et les bras de I'interférométre doivent étre
trés trés longs...(c’est la limite)
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25) Masse du photon
e Vu I'écart temporel et la distance énorme, on se permet une étude « différentielle ».
La vitesse de propagation utilisée est la vitesse de groupe qui traduit la vitesse de
propagation de I'énergie.
[

2
D D D 1 1 Dw 1 1
ANt=———== — z——p[———]

Vg,  Vgp ¢ 1 wp\2 1- a)p)z ¢ 2
-(@2) o

2 . 2cAt wiw]

—

; — 8 -1
Soit b XD il w, =7310°rad.s
_¢c _ hop _ —43
e Orw,=-=m, =—"=8510"%kyg
Fin de la partie 11
Fin du corrigé
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