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de ces initiatives ainsi que des qualités de ŕedaction de la copie.

RÉSONANCES & PLASMONS DE SURFACE
Le probl̀eme se compose de trois parties largement indépendantes. La première partie pŕesente un
mod̀ele qui servira dans la partie suivante pour résoudre qualitativement par analogie quelques ques-
tions, avec des calculs plus simples. La dérivée par rapport au tempst d’une fonctionx(t) est not́eeẋ.
Hormis j dans la partie I eti dans la partie II, les nombres susceptibles d’avoir une partie imaginaire
non nulle sont souligńes. La notationRe(z) signifie partie ŕeelle du nombre complexez. Les vecteurs
sont not́es avec un chapeau s’ils sont unitairesêx, avec une fl̀eche−→v dans le cas ǵeńeral. Les appli-
cations nuḿeriques peuvent toutesêtre effectúees sans calculatrice, il n’est donc demandé de fournir
qu’un ordre de grandeur correct.

I. — Résonance en ḿecanique
Dans toute cette partie on noteraj le nombre complexe tel quej2 =−1.

I.A. — L’oscillateur harmonique amorti entretenu.

Une massem suppośee ponctuelle et dont l’abscisse est repéŕee par la fonctionx(t), peut se d́eplacer
sur un plan horizontal sous l’action d’un ressort de raideurk0. On poseraω0 =

√
k0/m. Elle est

soumisèa une force de frottement visqueux proportionnelleà la vitesse
−→
Fv = − f ẋ êx, créée par un

amortisseur̀a air comme repŕesent́e sur la figure 1. En faisant apparaı̂tre un facteur d’amortissement
sans dimensionξ > 0, le coefficient f peut être mis sous la formef = 2ξ ω0m. À l’instant t = 0
la masse est abandonnée sans vitesse initiale d’une positionx(t = 0) = x0 > 0. On entretient les
oscillations du système en exerçant sur la massem et à partir det = 0, une force sinusoı̈dale de
pulsationω qui s’écrit

−→
Fe = k0x0Re

(
ejωt

)
êx. L’origine de l’axe desx correspond̀a la position de la

masse lorsque le ressort n’est niétiré ni compresśe.
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FIGURE 1 – Oscillateur mobile amorti

1 — Déterminer l’́equation diff́erentielle v́erifiée parx(t) et d́ecrivant le mouvement dem. On
utilisera les seuls param̀etresξ , ω0, ω etx0.

2 — Résoudre l’́equation obtenuèa la question 1 dans le cas géńeral. On noteXm l’amplitude du
mouvement dans la limitet ≫ (ξ ω0)

−1, exprimer dans cette limite
– la valeurωM deω rendant maximale la fonctionXm(ω). On exprimeraωM en fonction deω0 etξ ;
– la valeurXM = Xm(ωM) dans la limiteξ ≪ 1 ;
– la largeur de la bande passante∆ω = |ω2−ω1| avecXm(ω2) = Xm(ω1) = XM/

√
2, toujours dans

la limite ξ ≪ 1.

3 — En consid́erant la variableχ = ω/ω0, tracer une représentation graphique approximative de
la fonctiongξ (χ) = Xm(χ)/x0 pourξ = 0,05 etξ = 0,2.

I.B. — Interaction électromécanique.

FIGURE 2 – Vue en coupe d’un couplageélectroḿecanique

Une onde sonore plane sinusoı̈dale progressive incidente se propage de la gauche vers la droite dans
un tubeT comme repŕesent́e en coupe sur la figure 2. L’onde réfléchie sur une membrane d’aireΣ se
propage quant̀a elle de la droite vers la gauche sur cette même figure. La surpression dueà l’onde
incidente est notée pi, et celle duèa l’onde ŕefléchie pr . À l’ext érieur du tube la pressionp0 est
suppośee constante,̀a l’intérieur du tube elle s’écrit p= p0+ pi + pr .
Cette membrane est solidaire d’un solénöıde constitúe par un fil de longueur totaleℓ, qui s’enfile sur
un aimant de telle manière que ce fil, sur toute sa longueur, soit soumisà un champ magńetique

−→
B

radial (donc perpendiculaire au fil qui est orthoradial) d’intensit́e B = ‖−→B‖ uniforme dans l’espace
et constante dans le temps. L’ensemble du dispositif : tube,soĺenöıde, aimant, possède la syḿetrie de
révolution autour de l’axe desx.
Le fil est relíe à un circuitR, L, Ca. Le sens du courant choisi est tel quei > 0 donne une force
de LAPLACE orient́ee comme l’axe desx. On suppose que cette force est intégralement transmise
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à la membrane qui estégalement soumise aux forces de pression mais libre de touteautre force.
Cette membrane coulisse librement le long de l’axe desx. On ńeglige tout frottement ḿecanique,
ainsi que l’́emissionéventuelle d’une onde sonore vers la droite par la membrane.La repŕesentation
complexe de l’abscisse de la membrane s’écrit x(t) = Xejωt . On rappelle que pour une onde sonore,
la surpression est telle quepi = ρcsvi, pour l’onde incidente se propageant vers la droite, etpr =
−ρcsvr pour l’onde ŕefléchie se propageant la gauche. Le paramètreρ désigne la masse volumique
moyenne de l’air,cs la célérité du son dans l’air etvi et vr la vitesse de l’air au passage des ondes
correspondantes. On pourra utiliser les représentations complexes de ces deux vitessesvi=Viejωt et
vr=Vrejωt .

4 — Écrire le principe fondamental de la dynamique en projection sur l’axe desx appliqúe au
syst̀eme membrane-solénöıde en supposant que sa masse est nulle.

5 — En effectuant un bilan de puissance, exprimer la forceélectromotrice (f́em)E induite dans le
circuit en fonction deB, ℓ et ẋ. En d́eduire l’́equation diff́erentielle v́erifiée pari.

6 — On d́efinit le coefficient de ŕeflexionλ par la relationpr = λ pi, montrer que

1+λ
1−λ

=
Rm

R+ jΩ(ω)
avecΩ(ω) = Lω − (Caω)−1

où l’on exprimeraRm en fonction deB, ℓ, ρ, cs et Σ. On v́erifiera queRm est homog̀ene à une
résistance.

7 — Interpŕeter les valeurs deλ cor-
respondant̀aB= 0 etàB→+∞ .

8 — Dans quelles conditions peut-on
obtenir |λ | = 0 ? Quel nom donner̀a cet
ajustement ? Calculer la valeur numérique
deB correspondant̀a cet ajustement pour
ℓ= 4m ;Σ= 10cm2 ; ρ = 6

5 kg.m−3 ; cs=
1
3 ·103m.s−1 etR= 100Ω.

9 — Calculer |λ | en fonction de
Rm, R et Ω(ω). Déterminer la valeur
numérique de|λ | si Ca = 10µF ; L =
0,1H ; Rm = 150Ω ; R= 100Ω et ω =√

2 · 103 rad.s−1. En utilisant les divers
résultats de la question 2, interpréter et
commenter les diff́erentes courbes de la
figure 3 qui repŕesente|λ | en fonction de
ω pourRm = 66;100 et 150Ω.

FIGURE 3 – Module du coefficient de réflexionλ en fonc-
tion de la pulsationω pour différentes valeurs deRm

FIN DE LA PARTIE I
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II. — Les plasmons de surface
Dans toute cette partie on noterai le nombre complexe tel quei2 =−1.

II.A. — Propagation d’une onde sur un plan métallique

On consid̀ere un plan conducteur infini (Π = xOz, voir fi-
gure 4) plonǵe dans le vide. Ce plan est parcouru par des ondes
électromagńetiques de ćelérité c caract́eriśees par une densité sur-
facique de courant

−→
js indépendante dex, et dont la repŕesentation

complexe s’́ecrit −→
js = jsMei(Kz−ωt)êz

où jsM etK sont des constantes réelles et positives.
FIGURE 4 – Géoḿetrie du plan

10 — En adaptant l’́equation de conservation de la charge au cas de distributions surfaciques,
déterminer la densité surfacique de chargeσ(z, t) assocíeeà

−→
js.

11 —Montrer que le chamṕelectrique
−→
E créé par la densit́e de chargesσ est de la forme

−→
E = Eyêy+Ezêz

où Ey etEz sont deux fonctions des variablesy,zet t.

12 —Déterminer la limite de la fonctionEy(y,z, t) lorsquey→ 0+.

13 — On suppose quek = ω/c< K. Dans la ŕegiony> 0, d́eterminer l’expression deEy(y,z, t)
puis celle deEz(y,z, t) en fonction des param̀etresK, jsM , ε0, ω et k et des variablesy, z et t. Pour
cette dernìere expression, on pourra calculer div~E.

14 —Quelles sont les propriét́es de l’onde qui existe dans la régiony> 0 ?

On se place dans le cas où le plan est un ḿetal infiniment fin contenant des charges libres sous la
forme d’́electrons (chargee< 0 et massem). Le nombre de ceśelectrons par unité de surface est noté
ρ, il est suppośe constant. On fait l’hypoth̀ese que ceśelectrons peuvent se déplacer sans interaction
(frottement) avec le réseau cristallin constituant le métal. On suppose enfin que cesélectrons restent
dans le plany= 0 et que le module de leur vitessev= ‖~v‖ est toujours ńegligeable devant la célérité
de la lumìerec.

15 — En écrivant la relation fondamentale de la dynamique, déterminer l’expression de la vitesse
d’un électron dans le ḿetal.

16 — En d́eduire la relation de dispersion reliantω et K pour des ondes libres se propageant dans
le plan ḿetallique. De telles ondes sont appelées plasmons de surface. On introduira la pulsation

ΩS=
ρe2

ε0mc

17 —Pourquoi une ondéelectromagńetique plane progressive incidente, dans le vide, ne peut-elle
pas exciter un plasmon de surface sur le métal ?

II.B. — Excitation de plasmons grâceà la réflexion totale
On consid̀ere (figure 5) un demi-cylindre de verre d’indicen. Une ondéelectromagńetique d’intensit́e
Ie arrive perpendiculairement au plan tangent enA à la surface du verre. Elle péǹetre donc le verre en
A sans d́eviation. On suppose de plus qu’elle subit une réflexion totale enO pour ressortir du demi
cylindre enB avec une intensité Ir .

Page 4/5
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FIGURE 5 – Excitation des plasmons dans la
configuration de OTTO

18 —Montrer qu’il existe une ondéevanescente
dans le vide d’́epaisseurd entre le ḿetal et le demi
cylindre de verre. On pourra supposer que la loi
de la ŕefraction s’applique encore, mais avec un
angle de ŕefractionr qui est un nombre complexe
tel que cosr = iβ avecβ réel et positif. Ońecrira
la dépendance enz, y, et t du chamṕelectrique en
proćedant par analogie avec le cas où r est ŕeel.

19 — Montrer que cette onde, qui existe alors
dans l’espace vide entre le verre et le métal, peut
exciter un plasmon dans le métal.

20 — Déterminer l’expression de la pulsation
ω de ce plasmon de surface en fonction deα, n, et
ΩS.

21 — Comment va se manifester l’excitation de plasmons dans le métal ? On pourra par exemple
consid́erer le rayońemergeant enB.

Lors d’une exṕerience on mesure le rapportgd(α) = Ir/Ie pour différentes incidencesα et différentes
valeurs ded dans le cas d’une plaque en argent, d’un demi-cylindre en verre, et d’un rayon incident
de 633 nm de longueur d’onde. Pour chacune des trois valeurs ded utilisées (d1 = 581 nm ;d2 = 918
nm etd3 = 951 nm), on a reporté sur la figure 6 la courbegd(α) exṕerimentale.

22 — En utilisant les diff́erents ŕesultats de la partie I, proposer une explication qualitative des
résultats exṕerimentaux rassemblés sur la figure 6.

FIGURE 6 – Proportion d’intensit́e ŕefléchie en fonction de l’angle d’incidence. Chaque courbe aét́e
obtenue pour une valeur différente de l’́epaisseur de vided.

23 — Si l’on place un liquide entre la surface du métal et le demi cylindre de verre, en quoi
les ph́enom̀enes pŕećedents sont ils modifíes. Comment un tel dispositif permet-il de détecter des
impuret́es dans un liquide ?

FIN DE LA PARTIE II

FIN DE L’ ÉPREUVE
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