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ECO1.E POLYTECIINIQUE OPTION P' 
CONC4)UHS D'ADMISSION 1991 

DEUXIÈME COMPOSITION DE MAIHÉMATIQUES (4 heures) 

+ 

OÙ A cst un pariiIIIklr'c I&A, itSsi)rlic clc tlivcrscs cotidiliotis ;im liniilcs : coaclilioas d'it1It1~lliltiotI 
B la partie 111, cooditions de pCriodicit6 ii la pirt-lic IV. lacs pitrtics 1 ct I l  sont consacrtks ii des 
préliminaires utilises dans la suite. 

On désigne par 1 I'intcrvallc 1 0, l  1, par CL( I), k = O ,  l , . . . ,  I'enscmble dcs fonctions réelles 
de classc Ch sur I , ct par C ~ ( I )  I'cnscmhlc clcs f'tlc ("(1) vthiiiunt f(O) = f( 1 )  = O. On munit P(I) 
du produit scalaire usuel : . 

et dc la norme corrcspondantc : 

Pour toute f dc P ( 1 )  on  définit 9(f )  et P ( f )  par : 

.9( l ) (x)  = \; f(y) dy , f )  = J(9( f)) . 

I'AH'I115 1 

On note C;,"(I) I'cnscnible dcs él6nicnts u dc Ct(1) vérifiant en outre u'(0) = O ct 
u'(1) = O .  On se proposc de ddmontrcr quc, potil- u n  kl6mciit f de C(I) ,  les conditions suivantes 
sont 6yuivalcntcs : 

a - (f 1 u") = O v u E Ci,"( 1) 

b - f est affine, Le. de la forme f(x) = A x  + p où A et p sont dcs rdcls. 

1. Vérifier que b - implique a -. 

2. E'tant donnée f E C"(l), trouver des scalaircs A et p tels que f(x) - hx - p soit la 
dérivée seconde d'une fonction de C;,"(I). 

3. Conclure. 

PAKI'IE I I  

On sc propose ici de dkmuntrcr qttc les contlitions 

f E Co@) , g E C ( 1 )  , Il E C'(1) 

(f 1 u") + (g 1 u') + (h 1 LI) = O V u E G(I) 
A SUIVRE 
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impliquent les suivantes : 

f - J(g) + 9’(h) est affine 

l’(O) = f (1)  = O 

1. Trouver une constante k telle quc l’on ait : 

(f(x) - 9(g)(x) + P(h)(x)) u”(x) tlx = k u‘(1) V LI E Ci(1) 

2. Conclure. 

PARTIE 111 

Cette partie est consxrdc r‘r I’6tudc de I’thl1liltion différentielle (E) avec conditions 
d’annulation aux limites ; on vil ramener le prol,lCnic pos6 à u n  (( problème variationnel H quc 
l’on résoudra seulement purticllcnicnt : o n  dhontrcru dans certains cas l’unicité de la solution, 
mais pas son existence. A la tlcinicrc question on traitera u n  p r o b l h c  de valeurs propres et on 
o b t i c n J  ra d c s lorni LI les ex 1’ I ici 1 c s. 

On se donnc une loiiction t11 de C“( 1 )  c l  l i n  r6cl A , et o n  cherche ib dans C‘(1) vkrifiant 
Ics conditions 

($” 1 u”) - 2 A(c1)’ 1 L I ’ )  + (9 - 11 1 U) = O v u E Ci(1). (11) 

C ’ e t  vérifie (1). 
2. D&nontrcr qiic, rCciproqucriiciil, toute l’onction (b de Cf(1) vérifiant (II)  est de classe 

3. Vérifier que, pour toute (1) E Ci(I), on a : 

1 Il 6’ Il2 = - (4)” I 6) 5 (II 4)” Il2 + II 6 II’) * 

Préciser dans quel cas o n  II l’6gidi~d. 

On suppose A -= 1 dans les qiiesrions 4., S., 6. . 

4. Montrer que U est born6e infericurcmcnt. 
Tournez la page S.V.P. 



page 134 ECOLE POLYTECHNIQUE: 
1991 3/3 Option P’-Math 2 

5. On fixc (1, et u dans Ci(!) ct o n  dkfinit uiic fonction li.,.,u d’une variable réelle par : 

h, , ( t )  = U(+ + t LI) 

Calculer Ics dérivbcs premiere CI seconde dc ccttc fonction. 

6. Dkduire de cc qui pricèdc que, pour tolite cl+, tlc Ci(I) les trois coiiditions suivantes 
sont c5quivalcntes : 

a - véritie (II) 

b - h’ ( O )  = O V u E Ci(!) 4, 

c - U(+) > LI(+,,) pour toutc 6 de Ci(I) distinc~c de +,, . 

7. Montrer que si (1) admct unc solution i ioi i  nulle, on ii A > 1 . 

8. Déterminer des iionibrcs rdcls u et 13 tels qu’uiie fonction + de clirssc C‘ viritic 

si et sculcmcnt si la fonctioii w = +” + O( (1) vbrilic w” i 13 w = 0 . 1)Glcriiiiricr Ics nombrcs A 
pour lcsquels (1) admet dcs solutions non nullcs. Expliciter ces solutions i’r l’aide de fonctions 
blinicntaircs.. 

On reprend I’iquation diffCrenlicllc (Li) , niais CI)  se plagarit dans le cadre dcs fonctions 
périodiqucs et à valcurs complcxcs. 

Pour tout entier k > O on note CI,, I’cnscniblc dcs f de Ch(I , C) vérifiant : 

p y o )  = p y l )  pour in = O, 1,  ..., k - 1 

Pour toute f de CO(I C) et tout entier relatif n , on pose : 

3. Résoudre le problenic ci-dessus clans le cils o ù  111 apparticnt h Cicr, cn donnant sa 
solution sous la formc dc la soiiiinc d’une sbric. . 

4 4  
4 

FIN 


