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ECOLE POLYTECHNIQUE OPTION P’

CONCOURS D’ADMISSION 1991

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES (4 heures)

L’objet de ce probleme est I'étude sur Pintervalle [(),l ] de Péquation différenticlle
(E) G 2N+ b=
ol A st un paramcetre réel, assortic de diverses conditions aux limites : conditions d’annulation
a la partic 1, conditions dc périodicité a la partic 1V. Les partics 1 et 11 sont consacrées i des
préliminaires utilisés dans la suite.

On désigne par 1 lintervalle [ 0,1 ], par C*(I), k =0, 1,..., 'enscmble dcs fonctions réelles
de classe C*sur |, et par Cy(1) Pensemble des f de C3(1) vérifiant £(0) = £(1) = 0. On munit C4(1)
du produit scalaire usucl :

(£]g) = |, ) g(x) dx

¢t de la norme correspondante :

|
Iel=cern’.
Pour toute f de C'(I) on définit J(f) ct $*(f) par :

O = [o fy) dy , 5B = I

PARTIE |
On note C}(I) 'ensemble des éléments u de Cj(1) vérifiant en outre u'(0) = 0 ct
u’(1) = 0. On se propose de démontrer que, pour un élément £ de C°(T), les conditions suivantes
sont équivalentes :
a-(flu) =0 Vue Cyl)
b - f est affine, i.c. de la forme f(x) = Ax + p ol A ct w sont des réels.
1. Vérifier que b - implique a -.

2. Etant donnée f € C'(I), trouver des scalaircs X et u tels que f(x) — A\x — p soit la
dérivée seconde d’une fonction de Cj (1) .

3. Conclure.

PARTIE 11
On s¢ propose ici de démontrer que les conditions

fec(n , geCd) , hedd)
flu)+ (gju)+ (h|lu)y=0 Vu e CiI)
| A SUIVRE
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impliquent les suivantes :

f — 9(g) + $(h) est affinc
(0) = f(1) = 0

1. Trouver une constante k telle que Pon ait :

L: (f(x) - ﬁ(g)(x) + JA(h)(x)) u"(x) dx = k u'(1) Vue Cyl)

2. Conclure.

PARTIE 111

Cectte partic cst consucrée a I'étude de I'équation diftérenticlle (E) avec conditions
d’annulation aux limites ; on va ramener le probléme posé a un « probléme variationnel » que
’on résoudra seulement particllement : on démontrera dans certains cas Punicité de la solution,
mais pas son existence. A la derniére question on traitera un probléme de valeurs propres et on
obticndra des formules explicites.

On sc¢ donnce unc fonction § de CU(I) ¢t un réel N, ¢t on cherche ¢ dans CY(1) vérifiant
les conditions

GV +2ND" + b=

(1 .
B(0) = b(1) = $"(0) = $"(1) = 0
1. Vérifier que (1) implique :
(11 (@ |w) = 207 [u) + (b = b]u) =0 VueE Cl).

' 2. Démontrer que, récipmqucmclil, toute fonction & de Cy(1) véritiant (11) est de classe
C* ct vérifie (T).

3. Vérifier que, pour toute ¢ € Ci(I), on a:

|
lo' P= = (@" &) s 5A6"F 161 -

Préciser dans quel cas on a P'égalité.

-

On pourra éerire ¢(x) = I: $'(b) dt ]

Montrer que || ¢ P < ||’

2

On définit une fonction U sur Cy(1) par :
. | y
Uh) =5 14" F = M8+ 5 181 - 6] )

On suppose A < 1 dans les questions 4., 5., 6. .

4. Montrer que U est bornée inféricurcment.

Tournez la page S.V.P.
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5. On fixc ¢ ct u dans Ci(I) ct on définit une fonction hy, d’une variable réelle par :
h, () =U(d + tu)
Calculer les dérivées premiére et scconde de cette fonction.

6. Déduire de ce qui précede que, pour toute ¢, de Cy(1) , les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

a - ¢, vérifie (II)

b-h', (0)=0 VueCih

c - U(d) > U(d,) pour toute ¢ de Ci(1) distincte de &, .

On suppose maintenant § = 0.

7. Montrer que si (I) admcet une solution non nulle, ona X > 1.

On suppose maintenant A > 1.

8. Détermincer des nombres réels a et §8 tels qu'une foncli()nv(b de classe C* vérilic

4)(1\') +2AP"+ =0
si et sculement si la fonction w = " + a ¢ vérilic w” + Bw = 0. Déterminer les nombres A
pour lesquels (I) admet des solutions non nulles. Expliciter ces solutions & aide de fonctions
élémentaires..
PARTIE IV

On reprend Péquation différenticlle (E) , mais ¢n se plagant dans le cadre des fonctions
périodiques ct a valcurs complexes. ‘

Pour tout entier k > 0 on note Cj,, Pensemble des f de CH(1, C) vérifiant :
f'(0) = f™(1) pourm=0,1,.., k-1

Pour toute f de C°(I, C) et tout entier relatif n, on pose :

vulf) = L, e f(x) dx

On s¢ donne § dans C'(I, C), A complexe, ¢t on cherche ¢ dans Cp, vérifiant :

GV E2NY"+ P =
1. Calculer v,() en fonction de v,(¢) .
2. Résoudre le probleme ci-dessus dans le cas ot = ().

3. Résoudre le probleme ci-dessus dans le cas ob s apparticnt a C,.., en donnant sa
solution sous la forme de la somme d’une série.
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