100 ECOLE POLYTECHNIQUE

2éme composition 1/2

Dans tout ce probléme on fixe un entier strictement positif N; on désigne par
(e, ..., ey) la base naturelle de I’espace vectoriel C"; on munit ce dernier du produit scalaire

usuel (x |y) = 2 X, y, et de la norme correspondante || x || = (x [x)'? . On considére chaque vecteur
n

x de CV comme une matrice colonne et on note % la matrice ligne correspondante, de sorte que
lona (x|y)="'xy.

On désigne par M(N, C) I'ensemble des matrices complexes a N lignes et N colonnes,
par ‘A la transposée d’une matrice 4 , par E le sous-espace vectoriel des matrices symétriques
(matrices A4 telles que ‘4 = A),et par E, 'espace vectoriel réel des matrices symétriques réelles.

1. Déterminer la dimension de E .

2. On fixe une base orthonormée (v,,...,vy) de C"; pour tout couple (i,j) avec
i=1,.,N,j=1..,N,i<j,on pose

_y b t
Bij“vi vj+vjvi .

a) Calculer Bij Vi -

b) Montrer que les matrices Bij forment une base de E.

¢) Calculer la trace de la matrice Ei_jBkl pouri <j, k<l

II

Dans cette partie on fixe une matrice M de M(N , C) et on définit un endomorphisme
M de E par M(B) ="M B + BM pour tout B € E .

3. Vérifier que si A et A’ sont des valeurs propres de M, A+A’ est valeur propre

de M.

4. On suppose dans cette question et dans la suivante que
N=2 |, vi=e , v,=¢
Ecrire explicitement les matrices Bij .

5. On note A, (i = 1, 2) les valeurs propres de la matrice M.

a) Ecrire la matrice de M dans la base (By1» By, By).

b) Montrer que les valeurs propres M sont les nombres A; + )\j .
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2éme composition 2/2

On admettra que ce dernier résultat reste valable pour N > 2.
11

On se donne une matrice M € M(N , R), ensemble des matrices réelles a N lignes et
N colonnes, et un vecteur a € RY; on admet que le systéme différentiel

d
EX(t) =MX(t)
X(0)=a

posséde une solution unique a valeurs dans RV ; on la notera
t—>X(M,a,t)

Pour toute matrice B € E,, on désigne par P la forme bilinéaire sur R” définie par

Dy (x,y) =xBy

et par Qp la forme quadratique x ~— @ (x,x). On dit que B est définie positive si 'on a
Qg(x) > 0 pour tout x non nul, et définie négative si —B est définie positive.

6. Vérifier que 'on a
d A
7 Op XM, a,1)) = QM(B) (X(M,a,t)) .

7. On suppose que toutes les valeurs propres de M ont une partie réelle strictement
négative ; on admet que, dans ce cas,on a lim X(M,a, t) = 0 pour touta .

—> 4+

A
a) Montrer que, si B € E, et si M(B) est définie négative, alors B est définie
positive.
b) Démontrer D'existence d'une matrice B de E, définie positive et vérifiant

M®B)=-1.

A
8. On suppose qu’il existe une matrice B définie positive telle que M(B) soit définie
négative et on se propose de démontrer que toutes les valeurs propres de M ont des parties réelles
strictement négatives.

a) Montrer qu’il existe un réel k > 0 tel que 'on aitk Qp(x) < —Q I?J(B) (x) pour tout
xERY.

b) Déterminer la limite de X(M, a, ¢) lorsque ¢ tend vers +o .
¢) Conclure.

9. Supposant N = 2, construire explicitement une matrice M dont toutes les valeurs
propres ont des parties réelles strictement négatives et une matrice B définie positive telles que

1(\4(8) ne soit pas définie négative.



