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a p t h  Q' 
Ce probkme a pour but l'étude de 1'6quation aux dt$riv&s partielles 

au a3u au - - + 621- 
at a23 a X  
-- 

oii la fonction inconnue u est définie sur R2, b valeurs complexes et admet des dérivées partielles 
continues b tous les ordres. Les trois parties du problhme sont indépendantes. 

Première partie 

Dans cette partie, on s'intéresse aux solutions de ( E )  qui sont 2n-périodiques par rapport b z ; 
on désigne par F l'espace vectoriel des fonctions sur R, complexes, de classe C" et périodiques 
de période 27r. Les solutions de ( E )  seront notées, soit (t, z) c) u(t ,  z), soit ( t ,  z) c) ut(.) avec 
ut E F. On cherche b construire des constantes du mouvement, ou fonctions complexes cp sur F 
telles que cp(ut) soit indépendant de t lorsque ( t ,  x) c) ut($) est solution de (&). 

1. Démontrer les assertions suivantes : 

27r 
a) V k E N  V u €  F 

b) V ~ E  N VUE F 

J, (u(z))ku'(z)dz = o. 

J, u(n)(z)u(n+l)(z)dz = o. 2 r  

Ir 
c )  Etant donné (rn,n) E N2, l'intégrale 1 u('")(z)~(~)(z)dz est nulle quelle que soit 

u E F si et seulement si m - n est impair. 

2. Calculer ~ 2 r ( u p ( z ) ) n u ~ ) ( z ) d z  où n et p sont des entiers vérifiant 1 _< n 5 p et 

u p ( z )  = ,iz + e-ipr.i - *  

3. On se donne un polynbme P à une indéterminée et à coefficients complexes et on définit 
une fonction complexe cp sur F par 

a) Démontrer que, si une fonction ( t , z )  t-) ut(.) est solution de ( E ) ,  on a 

d 2 r  

dt O 
-cp(ut) = J p'(ut(z))(u!3)(z)  + 6ut(z)u:(z))dz * 

b) Déterminer les polyn6mes Q vérifiant 

2 r  
Vu E F Jd Q ( u ( ~ ) ) ( u ( ~ ) ( z )  + 6u(z)u'(z))dz = O .  

c )  Construire un espace vectoriel complexe de dimension 3 formé de constantes du 
mouvement. 

Deuxième partie 

4. Etant donné un nombre rbel w > O, déterminer les nombres réels Q et ,O tels que, en posant 
J ( t ,  z) = /3(z + wt), la fonction u = ~ ( l  - th2 O f) soit une solution non constante de (&). 
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Troisième partie 

On note Cm(R) l'espace vectoriel des fonctions sur R, complexes, de classe C", et E son 
sous-espace vectoriel formé des fonctions u ayant la propriété suivante: il existe un r k l  a 
(dépendant de 11) tel que u(z)  = O Vz 5 a. 

On définit dans E des endomorphismes D, S et 111, (pour f E C"(R)) de la façon suivante : 

D(u)  = U' 

(S(4) (4  = [" "(Y)dY 

(4 (u))(z> = f W(4 * 
On appelle 

opérateur difltrentiel tout endomorphisme T de E de la forme 

T = C MjpDp 
P>O 

où fp est nulle pour p suffisamment grand 

optrateur inttgral tlkmentaire tout produit fini Al -. - A,, où chaque A; est égal à S OU à 
un M j ,  l'un au moins des A; &tant égal à S 

optrateur inttgral toute somme finie d'opérateurs intégraux élémentaires. 

Il est demandé aux candidats d'écrire tous les opérateurs différentiels rencontres dans la suite 
du probl&me sous la forme indiquée ci-dessus. 

On admettra les résultats suivants : 

si un opérateur différentiel est égal à un opérateur intégral, il est nul. 

MjpDp = ' O  implique fp = O pour tout p 
PZO 

5 .  Calculer D M j  - M j D .  

6 .  Calculer D S e t  S D .  

7. Démontrer l'assertion suivante: si l'on a MjS  = CP, oii chaque P; est un opérateur 
intégral élémentaire de la forme A1 - . A, où deux au moins des Aj sont égaux à S, alors f = O. 

8. On fixe une fonction f E Cm(R). Déterminer les triplets de fonctions fo, fi, fi de Cm(R) 
tels que l'endomorphisme (D+Mjo+Mjl  S+Mj2S2)2 -  ( D 2 + M j )  soit de la forme CP, considérée 
à la question 7.. 

9. Déterminer les opérateurs différentiels T tels que l'endomorphisme 

( O 2 +  M j ) ( D +  Mjo + n/i,,S + Mj2S2)  - T 

soit un opérateur intégral. 

10. Calculer T ( D 2  + M j )  - (O2 + M j ) T .  


