ECOLE POLYTECHNIQUE
ECOLE SUPERIEURE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES

CONCOURS D’ADMISSION 2001 riLieRe PC

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk

Les polynémes de Legendre, fonctions de Legendre et harmoniques sphériques étudiés dans ce
probléme ont des applications & la détermination des équilibres de température et des distribu-
tions de charges électriques, ainsi qu’a la mécanique quantique.

* Kk ok

Les fonctions considérées sont & valeurs dans R. On identifie une fonction polynomiale avec le
polynéme associé.

Premiére partie

Pour tout n € N, on considére la fonction polynomiale P,, définie par

Pala) = g (@~ 1))

pour z € R. Il résulte des conventions habituelles que Py(z) =1 pour x € R.

1.a) Montrer que le polynome P, est de degré n. Quel est le coefficient du terme de degré n
dans P, ?

b) Pour quelles valeurs de n la fonction P, est-elle paire ? impaire ?
c) Calculer P,(1) et P,(—1).

2. Soit n > 1. Montrer que pour tout m € N tel que 0 < m < n — 1,

1
/ P, (z)x"dz =0.

-1
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3. On désigne par & 'espace préhilbertien réel des fonctions continues sur [—1,1] muni du
produit scalaire

(u]v) = /1 u(z)v(z)de ,

-1
pour u,v € .

a) La famille (P,)nen est-elle une famille orthogonale dans £ ?

b) Calculer (P, | P,) pour chaque n € N.

dpP,

4.a) Soit n > 1. Montrer que %((1‘2 - I)E

tel que 0 <m<n—1.

(x)) est orthogonal & =™ pour tout m € N

b) Montrer que, pour tout n € N, P, est solution de I'équation différentielle

(2> = 1)y + 22y —n(n+1)y=0.
Deuxiéme partie

5. Soit n € N et soit m € N tel que 0 < m < n. On pose

fom(z) = (1— xQ)T dam

()
pour z € [—1,1].
a) Etudier la parité des fonctions f,, ,,, suivant les valeurs de n et m.

b) Montrer que f, , € £ et que, sin’ € N, n’ #n et 0 <m </, alors f, , et fp/,, sont
orthogonales dans £.

Dans la quatriéme partie, on utilisera la propriété suivante, que I’on admettra : sur I'intervalle
| —1,1], la fonction f;, ,, est de classe C? et est solution de I’équation différentielle

m2
(E) (1_x2)y//_2$y/+<n(n+1)—l_mQ)yZO

Troisiéme partie

On désigne par 1,2, 3 les coordonnées canoniques de R®. Par définition une fonction
polynomiale (ou polynéme) homogéne sur R? de degré N, ot N € N, est une combinaison
linéaire & coefficients réels de monoémes (1)% (x2)% (23)%, ot i1,42,i3 € N et 41 + iy +i3 = N.
On convient que la fonction nulle est un polynéme homogene de degré N pour tout IV € N.
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6.a) Soit f une fonction de classe C' sur R3, nulle en 0, dont les dérivées partielles
of of of
83717 8:1;2’ 8:133
f est une fonction polynomiale homogéne de degré N + 1.

sont des fonctions polynomiales homogénes sur R® de degré N. Montrer que

b) Soit f une fonction de classe CV sur R3 qui vérifie
FOay, Az, Awg) = AN f(1, 22, 23)

pour tous 1,9, 23 € R, A € R. Montrer que f est une fonction polynomiale homogéne sur R?
de degré N.

7. Montrer que, si f est une fonction polynomiale homogéne sur R? de degré N,

8. On désigne par Fy l'espace vectoriel des polynémes homogénes sur R3 de degré N.
Trouver la dimension de Fy.
0? 0? 0?
—— + —— + — le laplacien sur les fonctions sur R3. Une fonction f de classe
ox?  Ox3  0Ox3
C? sur R3 telle que Af = 0 est appelée harmonique. Soit

9. Soit A =

Hy ={feFn|Af =0}

I’espace vectoriel réel des polynomes homogeénes harmoniques sur R? de degré N. On se propose
de déterminer la dimension de Hy, dim Hy.

a) Montrer que, pour N > 2, A(Fy) C Fy—2. En déduire que
dimHy > 2N + 1.

b) On pose r? = x? + 23 + x3. Soit k € N, 0 < 2k < N, et soit g € Fy_o. Calculer
A(r?!g) en fonction de g, Ag,r, N, k.

10. Soit f € Hy, N > 2. On suppose qu’il existe g € Fy_s tel que f = r2g.

a) Montrer qu’il existe une fonction h de classe C? sur R? telle que f = 72Xh, out K est

N +2
la partie entiére de ;_ .

b) Montrer que f = 0.
11.a) Montrer que, si N > 2, dimHy < dim Fy — dim Fy_s.

b) Quelle est la valeur de dim Hy ?
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Quatriéme partie

On conserve les notations de la troisiéme partie. On introduit les coordonnées sphériques
(r,0,¢) sur R? définies par
x1 = rsinfcosp
ro = rsinfsin g
r3 = rcos 6

pour 7 €]0,+o0[, 8 €]0,7[, ¢ €]0,27[. On négligera le fait que ces coordonnées ne sont pas
définies pour les points d’un demi-plan de R?. On écrira

f($17$27x3) = f(ra 67 90)
(expression de f en coordonnées sphériques). Soit
S = {(x1,x2,23) € R®| 27 + 23 + 23 = 1}

la sphére de centre 0 et de rayon 1. On pose

A *a—2+cotan0£—l—#a—2
57 962 90 " sin20 0p
et 'on admettra que
~ 9 20 1
A=gatog Tphs

est 'expression du laplacien en coordonnées sphériques, c’est-a-dire que
A(f) = A .
Soit n € N et m € N. On considére les fonctions sur .S définies par
O<m<n , Yom(0,9) = cos(me) fr,m(cos0)
{O <m<n , Y, _m(8,¢)=sin(mep)fnm(cosh)

ot les f, n, sont les fonctions étudiées dans la deuxiéme partie.

12. Montrer que pour tout n € N et m € Z tel que —n < m < n,
AsYym=—nn+1)Y,m .

13. Soit n € N et m € Z tel que —n < m < n. Soit Hy, ,, la fonction sur R? telle que

Hn,m(ﬁ 9, (P) =" Yn,m(ea QD) .
a) Montrer que Zﬁnym =0.

b) Montrer, en regroupant dans fNImm les termes en 7 sin 6 cos @, rsinfsiny et rcosd,
que H,, ,, est un polynéme homogeéne harmonique sur R3 de degré n.
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