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DUREE : 4 heures

L’usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation autonome, non
imprimantes et sans document d’accompagnement, est autorisé pour toutes les épreuves
d’admissibilité, sauf pour les épreuves de francais et de langues. Cependant, une seule
calculatrice a la fois est admise sur la table ou le poste de travail, et aucun échange n’est
autorisé entre les candidats.
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La plus grande attention sera accordée a la rigueur et a la clarté de
la rédaction.

Un résultat énoncé dans une question peut &tre utilisé dans la suite sans
démonstration.

Au cours de ce probléme nous étudierons certaines propriétés de la fonction
u lorsqu’elle est solution de 1’équation différentielle ordinaire (parties II et III)

—u"(z) + V(@)u(z) = f(z), Ve e [o,1], (1)

ou lorsque qu’elle est solution non nulle de ’équation différentielle ordinaire (par-
tie IV)
—u"(z) + V(z)u(z) = du(z), AeR, Vzel01] (2)

Dans tout le probleme, f est une fonction de classe C* donnée sur I’intervalle [0, 1]
et V est une fonction de classe C'* strictement positive donnée sur I'intervalle
[0,1]. On sait qu’il existe alors un nombre réel strictement positif V; tel que

V(z)> V>0, Vzel0,1]. (3)

PARTIE I : préliminaires

1.1. Soit u une solution de ’équation différentielle (1). Montrer que u est de
classe C* sur I'intervalle [0, 1].

1.2. Soit (a, b, c) trois nombres réels donnés.
Discuter suivant les valeurs de a, b et ¢ le nombre de solutions de 1’équation
(1) vérifiant les conditions initiales

u(0) = a, u'(0) =05, u"(0)=c.

1.3 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il & ’équation (1) avec les
conditions

u(0)=0, u(l)=07 (4)



1.4 Soit v une fonction de classe C? sur un intervalle [z, z;]. On suppose que
v possede un minimum local en zo €]zy, z2[. Montrer que

v'(z0) = 0 et v"(zo) > 0.

PARTIE II
L’objectif de cette partie est de montrer qu’il y a existence et unicité de la
solution du probléme (1) avec les conditions (4).

2.1 On suppose que f est une fonction positive : f(z) > 0, Vz € [0,1]. Soit u
une solution de I’équation (1).
e Montrer que si u possede un minimum local en zq €]0, 1] alors u(z) > 0.
e Montrer que si u vérifie les conditions (4) alors

u(z) >0, Vz € [0,1].

2.2 On suppose que f est une fonction négative : f(z) <0, Vz €]0,1]. Montrer
que si u est solution de I’équation (1) et vérifie les conditions (4) alors

u(z) <0, Yz e€[0,1].

2.3 Soit b un nombre réel donné. Soit u, :  — us(x) la solution de 1’équation
(1) avec les conditions initiales u;(0) = 0 et u;(0) = b. On pose

o(b) = us(1).
Montrer que ¢ est une application affine de R dans R.

2.4 Montrer que ¢ est une application injective.

2.5 Montrer ’existence et ’'unicité de la solution de

—u"(z) + V(@)u(e) = f(a), Ve €[0,1] (5)
u(0) = u(1) = 0.

PARTIE III
Dans cette partie nous étudions une méthode d’approzrimation numérique de
la solution u du systéme (5).
On considére le vecteur « € R™! avec n > 2. Les composantes de % sont
notées u; = ()i, i = 0,...,n. On pose Az = %, V; = V(iAz) et f; = f(:Az). On

considere le systéme linéaire

uO:()’
—Ui—1 + 2Ui — Uiy s = <i<n—

(A.’l)’)2 +‘/zuz_f17 1_2_71 ]-a (6)
u, = 0.
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3.1 On suppose que f; > 0 pour tout ¢ = 1,...,n — 1. On fait ’hypothese que
% est une solution du systéme (6).

Montrer que u; > 0 pour tout ¢ = 1,...,n — 1.

Indication : on pourra introduire u;, = min<i<n-1(t;).

3.2. Montrer que le systéme (6) possede une solution unique.

3.3 Soit u la solution de (5) et @ la solution de (6). On pose v; = u; — u(iAz).
Montrer que

—vi—1 + 2v;

— Vi1 .
Ao tVwi=en 1isn-l,

avec

—u((z — 1)Az) + 2u(tAz) — u((i + 1)Az)
(Az)?

g, = —u”(iAl’) - .
En déduire ’inégalité

J < = x (4) Az)?, 1<i<n-—1
il < 12 (xe[(5—1§23,)((z‘+1)m]|u ($)|> (Ae) 1sisn—1,

u®(z) désignant la dérivée quatriéme de v au point z.

3.4 On pose
E = max |gl
1<i<n-1
Soit pour ¢ = 0,...,n,
Ei(n —1)
W; = v — — .
2 n?
Montrer que pour z =0,...,n
w; S 0.
3.5 Soit pour ¢ =0,...,n,
Ein—
=, Ei(n—q)
2 n?
Montrer que pour : = 0,...,n
z >0

3.6 En déduire que

1
i —u(iAz)] < — ) Az)*, 1<i<n-—1.
= u(i0)| < g (max W) ) (@) 157 <n =1

Que peut-on dire quand n — +00?



3.7 On pose [; = Viu; — f; pour 1 = 0,...,n. Montrer qu’il existe une constante
A > 0 telle que

ll; —u"(zAz)]| < A (max [u) (2 )[) (Az)?, 0<i<n.

z€[0,1]

3.8 Soit la fonction ¢ définie sur l'intervalle [0, 1] par
{(iAz) = I; pour 0 <2 < n,

et

T — 1Az

Az

Montrer qu’il existe une constante B > 0, telle que

{z)=1+ (liz1 — ;) pour z €)iAz,(:+ 1)Az[, 0<:<n-—1.

6(e) - u"(z)| < B (;g[g;;] w“)(x);) (A2, Ve 0,1]

3.9 Montrer que pour la solution u de (5)

wo)=- [ 1 ( I u”(t)dt) .

En déduire qu’il existe une constante C' > 0 ainsi qu’'une combinaison linéaire
des [;, que 'on notera M, telle que

[0,1]

M —4'(0)] < C (max [u(4)(m)[) (Az)?.

PARTIE IV
Dans cette partie on conserve ’hypothese (3) faite sur V, et on considére pour
A € R le systeme

u’(z) + V(z)u(z) = Au(z), Vz € [0,1],
{u(O)_O u(1) = 0. 0

Nous allons étudier pour quelles valeurs de X ce systéeme posséde une solution
non identiquement nulle.

Soit A € R. Soit # — u,(z) la solution de ’équation (2) avec ux(0) = 0 et
u\(0) = 1. On pose
\If()\) = u/\(l)
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4.1 Montrer que le systeme (7) posseéde une solution non identiquement nulle
si et seulement si ¥(A) = 0.

4.2 Montrer que pour toute solution du systeme (7)

1

/0 l ((2)? + V(z)u(z)?) dz = A / w(z)2dz.

0

4.3 On suppose que A < V,. Existe-t-il des solutions non identiquement nulles
du systeme (7) ?

Dans les questions qui suivent on suppose que A > Vj et on pose a = VA
4.4 Montrer que

V(s)ux(s)ds, Vz € [0,1]. (8)

u)\(l') - « 0%

snfas) , [*snfete =)

4.5 On pose

ha(z) = o (u,\(a:) - Sin(“‘”) .

«

Montrer que

hy(z) = é/or sin(a(x — 8))V(s)hr(s)ds
+é /OZ sin(a(z — 8))sin(as)V(s)ds, Vz €[0,1].

4.6 Montrer qu’il existe une constante C; > 0 indépendante de A, que l'on
déterminera, telle que
Cy

max |hy(z)] < =, VA= (2 max |[V(x))’
z€[0,1] a z€0,1]

T 2
4.7 On consideére le cas A= (—2— +2k 77') lorsque k est entier. Montrer qu’il
existe kg € N tel que

Vk e N, k > ko, \1;((3;— + 2km)?) > 0.

3 2
4.8 On considere le cas A= <E7T+ 2 k m} lorsque k est entier. Montrer qu’il

existe k; € IN tel que
Vke N, k> ki, \I;((%” + 2k7)?) < 0.



4.9 Soient A > Vj et u > V; deux nombres réels. On pose gx.(z) = ur(z) —

uu(z).
Montrer qu’il existe deux constantes Cy > 0 et C3 > 0 telles que

lxn(2)] < CalA = ] + Cs / lgau(s)lds, Va € [0,1]
0

On pourra uliliser la représentation intégrale (8).
Soit la fonction Iy ,(z) = [, |ga.u(s)|ds. Montrer qu’il existe une constante
Cy4 > 0 telle que
IA,#('I) < C4|)‘ - :u|7 Vz € [Oa 1]

4.10 Montrer la continuité de la fonction ¥ pour A > V.

4.11 Montrer qu'il existe une suite infinie (A, ),y telle que
a) Yn € N il existe une solution non identiquement nulle du systéme (7) pour
A= /\na

¢) A, tend vers +00 quand n — +o0.



