Ecole polytechnique 2005 Physique MP

ASPECTS STRUCTURAUX, THERMODYNAMIQUES ET
ELECTRIQUES, D’ UN CRISTAL IONIQUE . MISE EN
SOLUTION DE CE CRISTAL .

| — Aspects structuraux du cristal de chlorure de sodium

a1

2
" ATTEQr

I-1) a) Les expressions demandées sont classigues 2= .
47T€ol’12

etU,; = quV soit|U

b) Remarquons le caractere symetriquéJdequi permet d’écrire; Vi = q;Vi—j; le facteuré dans I'expression
deUs évite de compter deux fois I'énergie d’interaction dedipalesi et j. On peut en effet écrire I'expression proposée

Us= Z giVj |, ouV; est le potentiel total créé au point ot se trogy@ar les charges; (i # j).
i>]

, ., e 1N o
c) Le résultat précédent se généralise immédiatenterst ks formeUy = > Ziqui , le potentieV; étant la somme
i=

N
des effets des charges autres que la chargdonc| V; = Vj_i | puisqu’on ne peut pas prendre en compte d’effet
j#L1=1

d’'une charge sur elle-méme. Ici encore, le factﬁzlﬂmte de compter deux fois les termes identiqg¥®%_.; etq;Vi—j qui
décrivent 'interaction des charggsetq;.

[-2) a) Chaque ion sodium ‘&ix plus proches voisidstous des ions chlorure. L'énergie d'interaction de I'ion

sodium avec ces six plus proches voising Bgpy = 6 x —— | Sur le schema de I'enonce, les six plus proches voisins

4711E0r
de I'ion Na™ situé au centre de la maille sont les six idiS situés aux six centres des six faces du cube.

b) Une seconde couche de voisins de I'ida™ central comporte lgslouze iondNa™ | situés aux centres des douze
arétes du cube. Ils sont situés & la distarice v/2r de I'ion central et I'énergie d’interaction correspontiaprend la

e
forme|Ugc=12x —— |.
Amtegy/2r
c) La troisieme couche est formée des huit ions chlorurésiaux huit sommets du cube, a la distarfce: v/3r
: : —€ : : :
du centre, avec pour énergie potentiglg, = 8 x m . On en déduit, en poursuivant I'opération de regroupgmen
TtEy r

des ions de plus en plus distants, I'expressidn = % (6 1722 + % +.. > .
0

d) Lénergie coulombienne_ d'unionCl~ avec le reste du cristal s'obtient & partir du résultatpdent en faisant
la substitutionr+-e — —e, ce qui impose dond_ = U,. On en déduit qu’une mole de pairéNa*, CI*) a pour énergie

1 . L € \1
Ucoul = EM(U+ +U_), qui prend évidemment la formé.oy = — a0 <F€o) " avec pourconstante de Madelung

a==6 12 + 8 +

= B AT
L’ évaluation des trois termes progssici fournita = 2,134, mais la €rie converge assez lentement; pour la structure
cubiguea faces cenges, on montre (etdnoneé le pécise plus loin) quer = 1,748
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1-3)

dévelop

forcément pairf=2p > 0; n= 2 dans le cas le plus simple) et kyi> 0.

b) Lexistence du minimum impose8 %dr < a

Puisqu’on se trouve au voisinage d’'un minimum, on s’attandné forme erx cuvette» avec un

%(f —ro)"

a)

ou le premier ordre non nul du développement est alors

(%)

pement de la forr+l=Jtot(r) = Utot(ro) +

ae?

— |
4rTEQr

fo
o}

—e
5 &P

exp<£)> soit B
p

ATrEgr

3 ae? r L .
c) On a montré queB = Hfz exp(;o) . On en déduit ensuite la valeur tlgq = Uiot(r = o) sous la forme
0'o
ae? ro e ae? P
Ueg= — A —Bexp[ —— ou, apres simplification = 1—— |
e A (47T£0r0 p( P )) P P Heq = 4n£0ro ( ro
[-4) a) La maille conventionnelle du cristal, de volurag= (2r)3, renferme exactement quatre éléments stce-

chiométriquedNaCl puisqu’elle comporte :
— unionNa™ au centre de la maille;
— douze iondNa™ aux centres des arétes, partagés chacun entre quattesnaaijacentes en comptant donc ensemble

1 .
pour 12x i 3ionsNa™

— six ionsCI™ aux centres des faces, partagés chacun entre deux mdjliesates et comptant donc pOLDK% =3ions
cl—;

— et enfin, huition€l™ aux huit sommets du cube, partagés chacun entre huit cdjzeeats et comptant donc pour un
seul ionCI™.

Finalement, le volume occupé par une mole de pdikes’, Cl~) est bien Vimo = = M(2r3) . On en déduit

1
= 2r)3
4M( r

6.4Ar® dr d— ou enfin 3 dr
2413 dP X rdP |
Le travail des forces de pression exercé sur une mole dialcvisut —PdV = —6P.#Ar2dr qui est aussi égal

1 dUtot 1 ( 1 dZUtot 2 dUtOt

6Mar2 dr 6.4 \r2 dr2 3 dr
= 0. L'expression degg = —?% s’en déduit, dans le cas
r=ro

quex = —
b)

. On en déduitd—P = —

P=—
dr

a thot, d’ou

) qui, au voisinage de I'équilibre

11
6T

dP dUtot
e— = — Ug puisque I

dr

r =rg, prend la form

18 4#arg
0y
B

ro, sous la formg

:JVA(
( 2

r3
On en déduit aisement I'expressi

de I'équilibrer = B =

ae? —exp(—%)) donc = —M(

Amegr?  p
1 fro—r S "
——exp . Pourr =r, il vient doncUy = ==
4megry \ P
-1
G (o)

rop
8 18r3 411eo
=0,114 dong = 32,1 pm ) =1,06x 10 1°]|

20€?

4715013

B exp(—i)) qui s'écrit
p2 p))

/lﬁaez (ro 2)

APUot
dr2

Onawu Mot
dr

Uit a0 €

dr2  4ng

c)

aussi

&

47189

o

o) €2

1
oR— = 2> soit aussj i
ax ax

et|B=

d) On obtient P
fo

47Teor0

i P
o
ae?
4r1E0r

0'o

= —859 kJ mol~t

e) On peut écrircEgr = — (Ecou|+ Erep) avec| Ecoui = — A (terme coulombien attrac-

ipz — 97,8 kJ-mol

4rtepr

r
-

oFR = 761 kJ mol ™1 |.

tif) et| Erep = MBexp( (terme répulsif) donc finalement I'énergie réticulade

cristal prend la form
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Il — Dilatation thermique du cristal

" — U .
[I-1)  Une position d’équilibre correspond%x; — kx—ks¥ = 0; on a donc les deux solutiong = 0 etx, = 1/s.
Une telle position est stable gy =k(1—2sx) >0;0na alorsdz—U =k > 0 tandis uedZ—U = —k < 0. Rester
P be T ’ |, e o 5 '
au voisinage de la position d’équilibre staleimpose donc de rester a distancexde= 1/s: il faut donc imposer la

o 1., . . . |y
condition| |x| < sl L'équation du mouvement s’écrit alonsv = " son‘ mMX+kx(1—sx) =0 ‘

[I-2) La solution propos’e(au maximum def (t) en valeur relative) de Ibsolution harmoniqu}ede

pulsationay qu'on obtiendrait sis = 0. On obtientx’= —Aawf cosayt + Af doncwff + f = wlsA(coswt + f)? ou,
puisqueAs < 1,| wéf + f ~ wfsAcos axt |

[I-3) La solution de cette équation différentielle lineagreoefficients constants est la somme de la solution gienéra
sans second membri,(t) = A cogwot + ¢), et de la solution particulierg,(t) = acos 2wt + b proposée par I'énoncé.
La solution générale de I'équation sans second membneugintéresse pas ici puisqu’elle est déja prise en todgns

la forme de la solution proposée par I'énoncé af/g¢ = 0.

T . . , As :
Il reste donc a étudief,(t) = acos 2wt + b, qui convient sous réserve gbe- 3acos 2ut = > (14 cos2umt). ; il reste

As As : A%s
doncla= —— etbh= — | Le déplacement moyen est aldrs = Ab soit| (x) = - |

. : . 1 , 1 1 i o .
II-4) Lénergie de I'oscillateur peut s’écrile = mez + Ekx2 — éksf avec pour terme d’énergie cinétique principal,

: ., 1 . 1 . ; . : _ 1
en négligeant les termes liesé&), mez ~ EmAzaﬁsm2 apt et pour terme d’énergie potentielle principi(x) ~ 5kx2

. 1 _ 1 . S
SoitU () ~ ékA20052 wot. On en déduitE ~ EkA2 et on peut encore &criféx) = - E |
[I-5) Comme pour n'importe quelle fonction, le développemenitk prend la forme générale Uer) au voisinage de
au 1 d? 1 du , .
r=roU(r)=U(ro)+—| (r—ro)+5 —=| (r— ro)’+— —| (r— ro)® donc, avec les notations employées ici,
—— 20 dr= | 3l drs |
:Ueq N——
=0
1 1 - 3 ; ; ) UIII
AE = EUé’x2 + §Ug’ . On pourra donc utiliser les résultats développés ssds en posait=Ug ets= — 28,,. En
! ! 4
s U/Il
particulier, on peut écriréx) = RE sous la forme(x) = — 2U0”2
0

II-6) Ladilatation globale du cristal entraine une augmematdative de toutes les longueurs données par le coefficien
de dilatation linéaire\. Il s’agit d’'un coefficient relatif, qui se mesure en’K comme le montrent les applications

. . . . . - . . 1/0V .
numeériques proposées a la question suivante ; par daaagoefficient de dilatatioa = v\aT pour un fluide, on
P

P 1de . L R
le définit parA = 7aT ou/ est une longueur caractéristique du systeme.

) ] 3 ] U///
Avecl =rg, dl = (r —rg) = (x), il vient A = ﬂ ou encordr —rg) = ArgAT. On en dedum2 O__AE = AroAT, ce

roAT Ué’z
"2
qui est compatible avec le modele de vibration des ions eepliquerAT sous réserve quer = —U—,O,,)\ ro, qui prend
0
n
encore la formeA = — Celo 5 |
2rg Ué’
- . d’u 20 B r NaQ€ (1
I=7)  On a déja montré plus haut que—= = — Ja ( —— — —exp( —— ) | donc|uf = =2 2 2
dr2 4mggrd  p2 P Amegrd \ p
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3
pourr = rg, puisqu’on a montré quexp<%°> = 4C:Tizopo Par denvatlonddlrJ;Ot = A <%:f4 — %exp(%))

. NAQ € r L . - . s
donc, pour = rg, on obtientUg’ = 47:8 - <6— p—oz) . On en déduit I'expression du coefficient de dilatatiordiire,
0'o

Cp(rg — 6p?)4meoro
2 N0 €2(rg —2p)?

mesuréévalide le modéléchoisi pour I'expression de I'énergie totdle.

A:

. Numériquemen{,)\ =45x 10 %K1 ‘ La bonne coincidence de ce résultat avec la valeur

Il — Couplage vibration—champ électrique

I-1) a) Avant tout déplacement, le moment dipolaire €lectrigsierail par symeétrie dans le cristal. Aprés le
déplacement causé par le chaBpa position moyenne des ioda™ se déplace dér, = 5, &, celle des ion€I™ se
déplace dér_ = &_ey et le momentdipolaire d’'une paire d’ions varie donage= +edr . —edr _, soit aussdp = exey.
Dans un volume unitaire, on comptepaires d’ions, don

b) Les ionsNa™ acquiérent leur position d’équilibre (caract'erisém [e déplacement) sous l'action de deux
forces : la force électrostatiqig = eEe due au champ électrique et la force de ragpgéémandée, qui vérifie donc

. : . . Né
e« qui prend bien la forme demandée sous réserve l§ue
€0 Xion €0 Xion
Cl™ est bien sﬂpuisque le méme raisonnement s’applique en changeanatgele 'ion deteen—e.
¢) Enadmettant que la force de rappel garde I'expressiodiéteibdessus, on peut écrire le principe fondamental

f=—eBe,=—e . la force exercée sur les ions

projeté sur 'axgOx) du mouvemerjtm, 3, = —K (3, — d_) etm_&_ = +K(d, — &_) |respectivement.

i’ 2 i N
La somme de ces equatl%@ (my0; + m_o_) = 0 permet de vérifier que le mouvement du centre d'inertietdeae
paire d’'ions est uniforme; il est donc nul, au vu des conddimitiales. L'équation d’évolution deprend alors la forme

d? 1 1 . L L K 1 1 1
— = —K | — + — | X, qui est une équation d’oscillateur harmonique a la gidsaor =/ —, avec— = — + —
dt my  m m m m m’
Ne?
on a donc encoreor = .
MEp Xion

. . W7 e .

Le volumeVimo = #a(2r3) comportant une paire de mole d'ions, oN a- Z2 doncor = S3——_—O0npeutaussi
Vinol 2rgmeo Xion

1 M(Na)M(Cl)

VA M(Na) + M(Cl)

., 2
d’onde associge\t = (:TC = 6,69 x 10 °mj|.

écrirem = = 2,32x 1072 kg donc| wr = 2,82x 10*3rad-s™ |. On en déduit alors la longueur

2
11-2) a) * — _Kx+ eE, sous réserve

de négliger la force magnétique due au changssocié au passage de I'onde; cette approximation esiegrubsible

. [fm AB
parla majoratlorj— v H <
||fe|| IE]l

dB
, tandis que I'équation de Maxwell-FaradayE = — — prend pour une onde

E

k 1, . \%

plane, la form E aiaive L'approximation consistant a négliger les forces megnies s’écrit encor\}e— <1l:la
¢

vitesse de déplacement des ions doit rester notablenférieiare a la vitesse de phase de I'onde. Cette approximest

souvent confondue avec I'approximation non relativiste ¢ puisque souveniy ~ C.

2

La méme équation écrite pour les iofis” imposem_——- = Kx— eE; puisque la longueur d’'onde de I'onde étudiée

2

est notablement inférieure & la dimension de la maillgtaline, on peut considérer que les valeurg dansk(zt) sont

guasiment les mémes pour deux ions d’'une méme maille. Ohgbers déduire de ces deux équations la combinaison
9°x
ot?

K e L, . . . . L K e
= —ax+ HqE(z,t) . En régime sinusoidal permanent de pulsation on en tédoorew, — w?x = _EX+ aE(z,t)
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doncx(zt) = © ui s’écrit aussix(zt) = eE_1
K—ma? ° T MW —w?|

La densité vqumique de courants s'écrit alpgs = Nev, — Nev_ ol v, est la vitesse des ioriéa™, v_ celle des ions

_ . . ] N& iw
ClI7;onaaussv; —Vv_ = xe soit enfin jion = —ﬁEeX .

m wf —w
vz . oB . ) k
b) Léquation de Maxwell-FaradaywtE = o ouik ANE = wB, aveck = ke; etE = Eec impose B = Z)Eey .
Il reste alors & écrire I'équation de Maxwell-AmperetB = Lo (jel+jion) + €0lloiwE qui prend aussi, en notations
NE 1

1 . L. .
complexes, la forme-ike; AB = 2 [<Xe|+ a)2> + 1} iwE ; on peut encore écrire cette expression sous la

méeg w% —
k? 1 N 1
formeaE == || Xe+ — + 1| wE, qui ne peut admettre de solution a chalpon nul que sous réserve

c? meg ‘*’r
. - : : 2 1 - 2 olJL w?
d’'imposer la relation de dlspersukﬁc = W* | &+ ——5——| quiprend la forme demand&éc? = go1w? —
mey wé — w —w
sous réserve de posen’ = w? + .
MepEel
c) Il ne peut y avoir propagation que kf > 0, donc siw’ — w? et w? — w? sont de méme signe. Comme

on a montré quewf > w% on ne conclut qu'il ne peut y avoir propagation qu'aux haut&quencesd > w_ >
wr, le numeérateur et le dénominateur de I'expressiorkd? étant négatifs) ou encore aux basse frequenees (
wr < @, le numérateur et le denominateur de I'expressioka? étant positifs). La bande interdite correspond aux

‘ pulsations intermédiairdsor ; ¢ ] ‘ Dans le cas d’'une onde ayant sa fréquence (et sa pulsdtms)la bande inter-

dite, k> < 0 etk est imaginaire pur; la dépendance spatiale de I'onde dist deine onde évanescente, de la forme
exp(xIm(k)z) |; le signe & prendre en compte doit décrire une décraisseffiective de 'amplitude du signal au fur et &
mesure gu’on s’éloigne de sa source. Si une onde dont latmrdigure dans la bande interdite éclaire le crista¢ e#
peut se propager; la conservation de I'énergie électgmeque impose donc ’a’eflexion quasi-total*ade I'onde sur la
surface du cristal.

111-3) a) Siw®> w?> w?, on peut écriré®c? ~ g w? dong v =

optiquen du cristal, d'o‘. D’apres I'enoncé, ce résultat ne dépend pas de tpiréce de I'onde, dans

le domaine exploréici.
o Ne _ N& meoXion W’

; on identifie dong/&g et l'indice

1 A
soit encore— = 1+=— Xion _ M, donc

b Onavuque— =1+ =
) q w% MEpEe| 0}% mepgger N e wr Eel Eel
2 2
% _&| Numériquement,w. = wr & 4,42 % 10'%rad-s7 | donc| A, = ae_ 4,26x10°m|.
W2 g V e @

c) Les calculs effectués ci-dessus prévoient une bandelitegdonc avec une forte réflectivité du cristal) pour
A€ [AL; AT] soit‘ A €[43um; 67um| ‘; c’est exactement ce qu’on constate sur la courbe propgmsékenoncé, qui

| valide le modelédéveloppé ici.

IV — D étermination des enthalpies standard d’hydratation géce aux mesures thermodyna-
miques etélectrochimiques

IV-1) On cherche I'enthalpie de la réacti¢R) de bilanH™ (g) — H™ (aqg) ; on connait par ailleurs les enthalpies des
réactions suivantes :

— formation du protoanz(g) — H"(ag)+ e : AH{ = AH°(HT (ag)) = 0;

— ionisation de I hydrogenei(g) — H*( )+€e :AHS = AH°(H) =1 311 kI mol™%;
— liaison de I hydrogeneHQ(g) 2H(g) AH3 = Dy, = 436 kI mol !
1
OnaalorgR) = (1)—(2)— (3), dong AnygH®(H") = AfH°(HT (aq)) —AH(H) — 5DH2 ; numériquement, on obtient

ApygH°(HT) = —1 529 kI mol™ |
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IV=2) La premiére réaction recherché®) a pour bilanCl~ (g) — CI~(aq) ; on l'inclut dans I'ensemble de réactions
ci-apres :
réaction(1), C
réaction(2), H* (g) — H* (aq), AH5 = AnygH°(H") = 0 dans I'échelle du proton;
réaction(3), H(g) — H"(g) + e, AHS = A\H°(H) = 1 311 kI mol?;
1
(4), 5
1

I(g)+e — CI7(g), AHf = —AagH(Cl) = —348 7kJ-mol 1 ;
(9

réaction(4),

1
Ha(g) — H(Q), ArHy = 5Dy, = 218kJ mol™1;

reaction(5), 5Cl(g) — Cl(g), ArHS = %qu =121 kI mol .

Le bilan de ces six réactions est celle de formation de(&if}) espece totalement soluble, puisque leur somme s’écrit

1 1 :

EHg(g) + EClz(g) — H*(aqg) 4 CI~ (aq) avecAHg = AfH°(HCl,aq) = —166,9 kJ-mol~L. On en déduit d’abord la rela-

tion AHg = AH () + AH{ + AH; + AH3 + AHZ + AHg, avant d’expliciter 'expression et la valeur numeériqeertandées,

Dh, + Dcj,
2

La seconde réaction cherch@) a pour bilanNa™ (g) — Na™ (aq) ; on peut encore 'obtenir comme bilan des réactions

de la liste ci-aprés :

— réaction(1), Na*(g)+ e~ — Na(g), AH{ = —AH(Na) = —4958 kJ-mol1;

DnyaH®(CI™) = AH® (HCI,ag) + AagH (Cl) — AnygHO(HT) — AHC (H) — =—1468kImol |

— réaction(2), Na(g) — Na(s), AH; = —Ls(Na) = —107,3 kJ- mol%;
. 1
— réaction(3), Na(s) + = Clz(g) — NaCl(s), AH§ = A¢H°(NaCl,s) = —411 1 kJ-mol™?!;
— réaction(4), NaCI( s) — Na'(aqg) + Cl~(aqg), AHg = AgisH° (NaCl) = 3,89 kJ-mol 1 ;
— réaction(5), Cl~(aq) — ClI™(g), AHE = —ApygH°(CI7) = 1 468 kI mol™;
— réaction(6), Cl~(g) — Cl(g) + e, AH§ = ApgH°(Cl) = 348 7 kJ-mol L.
1 1
— réaction(7), Cl(g) — 5Cl(@), AH7 = —5Daj, = ~121kJ mol 1.
On a don@\H gy = AH +AH; +AHg + AHZ + AHg + AHg + AH7, ce qui mene encore a I'expression littérale demandéee
1
BiygH®(Na™*) = ~AiH(Na) — Ls(Na) + AH° (NaCl,s) + AgisH? (NaCl) — AnyaH?(CI7) +AagH*(CI) ~ 5D, |

On en déduit la valeur numériq uﬁhdeo(Neﬁ) —=6854kJ-mol™? |

IV-3) Comme on I'a vu en établissant les deux expressions ciadeag,gH®(Cl~) = fo/(T) — AnygH®(HT) tandis
quelnygH®(Na™) = fna(T) + AnygH®(HT), la fonctionfa (T) ne dépendant que de I'atome A et pas du choix d’échelle.
Passant de I'échelle du proton & I'échelle absolue, diesbdoncAnygH®(Na™) = 6854 — 1090 k3 mol~* ou enfin

Ahde"(Neﬁ) = —404,6 kJ-mol~! |, tandis qQuedhygH°(CI7) = —1468+- 1090 kJ mol~! ou enfin la valeur numeérique

DApygH®(CI7) = —378kJ mol~ 1| Les deux enthalpies d’hydratation sont atraduisant toutes deux

une transformatiorexothermique ce qui rend compte de maniére satisfaisante de la formdédiaisons entre les ions et
leur solvant. Cette échelle absolue est donc préfémblke plan qualitatif a I'echelle du proton, pour laqed# décalage
est| trés élevé’ et‘ dépend du signe de I’io(rétudié, menant a des valeurs numériques sans sigioficgtimique directe.
Enfin, on peut remarquer que I'enthalpie de dissolutioiNd€l dans I'eau est Iégerement positive ; cette dissolution es
donc Iégéreme On peut donc s’attendre a deux effets thermiques poue gediction :

— menée dans des conditions adiabatiques, elle se tramuitan leégefrefroidissementde la solution au fur et a mesure

de la dissolution
— la dissolution serbavoris'ee a haute températLPrpar application de la loi de Van't Hoff.

IV-4) Les deux demi-équations rédéX (aq) + e~ = %Hg(g) etNa™(ag) + e~ <= Na(s) ont pour bilan réactionnel

1 L . .
H*(aq) + Na(s) — §H2 +Na'(aq); cette réactionE) a pour enthalpie standalH i) = AfH°(Na™(aq)) (les trois
autres enthalpies de formation du bilan étant nulles paveation) tandis que son entropie standard est donnée par

ASE) = (ag)) + %S’(Hg(g)) — S’(Na(s)). Par ailleurs, cette réaction est, comme tout bilan réderactérisée
ye - an,+ ay+ ,
ar la condition d’équilibr&° (Na™ (aqg) /Na(s +—I —2 =E°(H*(aq)/H +—In , ce que I'on peut
p g (Na™(ag)/Na(s)) + =~ In —*= = E*(H" (a0)/H2(9)) + - A, e p
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encore écrire sous la formgBeL/Vl InK = E°(H"(aqg)/H2(g)) — E°(Na'(aq)/Na(s)), ou K est la constante thermody-
A

namique de la réactiofE). Comme de pluRTINK = —AG(, et %AGE’E) = —ASf,), on arrive aux deux relations
e /aE°(Na™ (ag)/Na(s)) = AHE) — TASE, ete/VAdiTE"(Na*(aq)/Na(s)) = —AS,), d'ot aussi les deux relations de-
mandées, pour I'entropleS’(Na™(aq)) = S’(Na(s)) — %S’(Hg(g)) —eL/VA%EO(NaWaq)/Na(s)) et pour I'enthalpie

AfH°(Na't(aq)) = e |E°(Na™(aq)/Na(s)) — Ti

a7 E°(Na*(aq)/Na(s))| | A la température de 298 K, I'application

numérique mene [f\H°(Na* (ag)) = —239 2 kJ-mol ! et S’(Na* (ag)) = 60,47 3 K1 - mol |

V — Modele d'interpr étation de I'interaction ion—solvant

V-1) a) Lors du déplacement demandé, la chargest soumise aux effets de la coquille sphérique, caiaétér
par le champ radial (pour des raisons de symétrie) donngé pa#e, (au vu du théoréme de Gauss) en coordonnées
0

q
4711E0r

sphériques de centf@ (au centre de la coquille) ; le potentiel électrostatigssoaié esy = (sion le prend nul a

I'infini).
Pour ajouter la chargegd|'opérateur doit exercer une forcé dpposée a la force électrostatique et le travail foushi e
aussi opposé au travail de la force électrostatigde/:= —dW = dE, ou I'énergie potentielle électrostatique varie
qdq
Tty

depuis sa valeur initiale nulle a I'infini jusqu’a sa valénale P a la surface de la coquille sphérique déja formée. Il

qdq
te don¢oOW = .
resie don 47T80R

b) La chargeg tant uniformément répartie sur une surface de raga@onstant, on définit 'énergie électrostatique
demandée comme la somme des travaux de constitution deylalleca partir de charges initialement toutes prises a

g Q 1 @
Pinfini: Ug= q:06W donclUg = H&oﬁ .
c) Drapresl'énoncé, toutes les équations de I'élecatigue dans un solvant sont décrites en faisant la substit
£ — &¢& ; compte tenu d€ = ze il vient dong Us = 47;0& % .
V-2) Lasolvatation mene de I'ion libre (énerdig) a I'ion solvaté (énergi¥s) ; assimilant I'enthalpie libre de réaction a
la variation d’énergie électrostatique molaifgsG = 44 (Us — Up) prend la formelisG = ﬁii (el — 1) . Puisque
r

& > 1, cette enthalpie e#stoujours négativ#: la solvatation est toujours thermodynamiquement fageri®ans I'eau,

Dnat 1,06 = —683kJ mol~1|; dansle benzenely,+ c H G = —392 kJ mol~! | Le deuxiéme cas est nettement moins

favorable car le benzene est‘umlvant peu polair#qui solvate moins bien les ions que I'eau.

. L, . d [AG° PN L : L
V=3) La relation générale de Gibbs-Helmhaltel® = —T?2— ( ) appliquée a la réaction de solvatation mene a

ar \ T
Z 1/1 Z 1 T .
AisH = Tzﬁeoi diT <? (;r — 1)) dond AsH = ﬁeoi (Zr -1+ 8_r2 %) . PourT =298 K, on trouve numériquement

Dyt pyoH = —696 kI mol ™ |

L’accord‘ n'est pas satisfaisatnat le modele doit &tre, en I'état, rejeté. Pour obteniaacord, il faudrait un rayoR tel

quelnygH®(Na™) = % <£—1r -1+ e%%) ou, aprés calculR = 172 pm|.

VI — R 6le de la temgerature et couche de solvatation

VI-1) a) L'énergiewgip = —p- E est minimale lorsque le dipéteest‘ aligné avec et de méme semsle le champ
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électriquek.

. e E _ s , ., . , N
b) On peutécrirée = ——— dong bE_ 3,4x 1072 <« 1|a298K. L'énergie électrostatique étant complétemen
ATTEQE T keT

négligeable devant I'énergie thermique, les effets dgitation thermique so set la disposition des
molécules d’eau a cette distance de I'ion|elésordonné

c) Cette fois-ciE = © donc PE_ 42> 1|a 298 K. L'énergie €lectrostatique étant prépondtades effets
47T80r2 kgT

de l'alignement électrostatique sc*mirépondéranqset la disposition des molécules d’eau a cette distancdatedst
[Fegurerd
VI-2) a) Lacomparaison confirme I'ordre de grandeur du modéle desagrégats, le nombredes molécules
d’eau associées vérifi puisque 4046 ~ 401. Toutefois, la difference des modeles ne permet pasmidure de
facon définitive.

b) Les six dipbles ont la méme énergie d'interaction avienltentralw = —pE avecE =

e
—. On trouve donc
471TE0r

en outUion_q = 6W S0it| Uign_g = —8,56 x 1019]|.
Les interactions entre dipdles sont de deux natures. HEipdes situés a la distance Pun de I'autre, I'expression
1 1
4mep (2r)5
2

étant aligné avec; il reste donony, = %F De telles interactions sont au nombre de trois, le long ags axes
0

de symétrie de I'octaédre formé par les molécules d'&autre part, entre dipdles situés a la distané@ I'un de

) ) 1 1
l'autre, la méme expression fourlwtﬁr = e (\/é E
0 r

rappelée par I'enoncé fournity, = [—p?(2r)? +3p?(2r)?] puisquep; = —py, I'un de ces deux vecteurs

[3p?r?] puisquep: -pp =0 etpy-r = —py-1 = pr. ll reste donc
>

W 5 = L . De telles interactions sont au nombre de douze, le long dessthrétes de I'octaedre. Finalement,
T 4rmeg 4/2r3

3 2
Ug_a = 3War + 12w, prend la formeUy g = Wzoﬁ (1+6v2) =1,57x 109}

L'énergie électrostatique totale molaire &st A4 (Uion—d + Ug——q) donqU = —421 kI mol~* ‘ On retrouve a nouveau
une estimation raisonnable de I'ordre de grandeur de [&@pibd’hydratationnygH® (Nat) = —404, 6 kJ- mol~, ce qui
| valide le modéléde solvatation par un assemblage ionique de six dipdlepeDhaussi affirmer que I'ioNa™ forme,

dans l'eau, u de coordinence 6 et de formule bryféa(H.0){ |; en effet, I'enthalpie d’hydratation

évaluée ici est bien du méme ordre de grandeur qu’en k¢hde liaison ordinaire (moindre toutefois que I'enthalp
attendue pour six liaisons covalentes, comme le montrerfgpacaison avec les valeurs Bg, et D¢, données en début
d’énonceé).

Solution proposée par P. Roweafil . roux@fauriel . org) et J. R. Seignejf . seigne@fauriel.org)



