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ASPECTS STRUCTURAUX, THERMODYNAMIQUES ET

ÉLECTRIQUES , D’ UN CRISTAL IONIQUE . M ISE EN

SOLUTION DE CE CRISTAL .

I — Aspects structuraux du cristal de chlorure de sodium

I–1) a) Les expressions demandées sont classiques,V =
q1

4πε0r
etU2 = q2V soit U2 =

q1q2

4πε0r12
.

b) Remarquons le caractère symétrique deU2, qui permet d’écrireqiVj→i = q jVi→ j ; le facteur
1
2

dans l’expression

deU3 évite de compter deux fois l’énergie d’interaction des particulesi et j. On peut en effet écrire l’expression proposée

U3 = ∑
i> j

qiVj , oùVj est le potentiel total créé au point où se trouveq j par les chargesqi (i 6= j).

c) Le résultat précédent se généralise immédiatement sous la formeUN =
1
2

N

∑
i=1

qiVi , le potentielVi étant la somme

des effets des charges autres que la chargeqi, donc Vi =
N

∑
j 6=i, j=1

Vj→i puisqu’on ne peut pas prendre en compte d’effet

d’une charge sur elle-même. Ici encore, le facteur
1
2

évite de compter deux fois les termes identiquesqiVj→i etq jVi→ j qui

décrivent l’interaction des chargesqi et q j .

I–2) a) Chaque ion sodium asix plus proches voisins, tous des ions chlorure. L’énergie d’interaction de l’ion

sodium avec ces six plus proches voisins estUppv = 6× −e2

4πε0r
. Sur le schéma de l’énoncé, les six plus proches voisins

de l’ion Na+ situé au centre de la maille sont les six ionsCl− situés aux six centres des six faces du cube.
b) Une seconde couche de voisins de l’ionNa+ central comporte lesdouze ionsNa+ situés aux centres des douze

arêtes du cube. Ils sont situés à la distancer ′ =
√

2r de l’ion central et l’énergie d’interaction correspondante prend la

forme Usc = 12× e2

4πε0
√

2r
.

c) La troisième couche est formée des huit ions chlorure situés aux huit sommets du cube, à la distancer ′′ =
√

3r

du centre, avec pour énergie potentielleUtc = 8× −e2

4πε0
√

3r
. On en déduit, en poursuivant l’opération de regroupement

des ions de plus en plus distants, l’expressionU+ =
−e2

4πε0r

(

6− 12√
2

+
8√
3

+ . . .

)

.

d) L’énergie coulombienneU− d’un ionCl− avec le reste du cristal s’obtient à partir du résultat pr´ecédent en faisant
la substitution+e→−e, ce qui impose doncU− = U+. On en déduit qu’une mole de paires

(
Na+,Cl−

)
a pour énergie

Ucoul =
1
2
NA(U+ +U−), qui prend évidemment la formeUcoul = −NAα

(
e2

4πε0

)
1
r

avec pourconstante de Madelung

α = 6− 12√
2

+
8√
3

+ . . . .

L’ évaluation des trois termes proposés ici fournitα = 2,134, mais la śerie converge assez lentement ; pour la structure
cubiqueà faces centŕees, on montre (et l’énonće le pŕecise plus loin) queα = 1,748.
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I–3) a) Puisqu’on se trouve au voisinage d’un minimum, on s’attend `a une forme en« cuvette» avec un

développement de la formeUtot(r) = Utot(r0)+
kn

n!
(r − r0)

n où le premier ordre non nuln du développement est alors

forcément pair (n = 2p > 0 ; n = 2 dans le cas le plus simple) et oùkn > 0.

b) L’existence du minimum impose 0= −NA
d
dr

(
αe2

4πε0r
−Bexp

(

− r
ρ

))

soit
B
ρ

exp

(

− r0

ρ

)

=
αe2

4πε0r2
0

.

c) On a montré queB =
αe2ρ

4πε0r2
0

exp

(
r0

ρ

)

. On en déduit ensuite la valeur deUeq = Utot(r = r0) sous la forme

Ueq = −NA

(
αe2

4πε0r0
−Bexp

(

− r0

ρ

))

ou, après simplification,Ueq = −NA
αe2

4πε0r0

(

1− ρ
r0

)

.

I–4) a) La maille conventionnelle du cristal, de volumea3 = (2r)3, renferme exactement quatre éléments stœ-
chiométriquesNaCl puisqu’elle comporte :
– un ionNa+ au centre de la maille ;
– douze ionsNa+ aux centres des arêtes, partagés chacun entre quatre mailles adjacentes en comptant donc ensemble

pour 12× 1
4

= 3 ionsNa+ ;

– six ionsCl− aux centres des faces, partagés chacun entre deux mailles adjacentes et comptant donc pour 6× 1
2

= 3 ions

Cl− ;
– et enfin, huit ionsCl− aux huit sommets du cube, partagés chacun entre huit cubes adjacents et comptant donc pour un

seul ionCl−.

Finalement, le volume occupé par une mole de paires(Na+,Cl−) est bien Vmol =
1
4
NA(2r)3 = NA(2r3) . On en déduit

queχ = −6NAr2

2NAr3

dr
dP

ou enfin χ = −3
r

dr
dP

.

b) Le travail des forces de pression exercé sur une mole du cristal vaut−PdV = −6PNAr2dr qui est aussi égal

à dUtot, d’où P = − 1
6NAr2

dUtot

dr
. On en déduit

dP
dr

= − 1
6NA

(
1
r2

d2Utot

dr2 − 2
r3

dUtot

dr

)

qui, au voisinage de l’équilibre

r = r0, prend la forme
dP
dr

= − 1
6NA

1

r2
0

U ′′
0 puisque

dUtot

dr

∣
∣
∣
∣
r=r0

= 0. L’expression deχ = −3
r

dr
dP

s’en déduit, dans le cas

de l’équilibrer = r0, sous la formeχ =
18NAr0

U ′′
0

.

c) On a vu
dUtot

dr
= NA

(
αe2

4πε0r2 −
B
ρ

exp

(

− r
ρ

))

donc
d2Utot

dr2 = −NA

(
2αe2

4πε0r3 − B
ρ2 exp

(

− r
ρ

))

, qui s’écrit

aussi
d2Utot

dr2 =
NAαe2

4πε0

(

− 2
r3 +

1

r2
0ρ

exp

(
r0− r

ρ

))

. Pourr = r0, il vient doncU ′′
0 =

NAαe2

4πε0r3
0

(
r0

ρ
−2

)

.

On en déduit aisément l’expression
18r4

0

αχ
=

e2

4πε0

(
r0

ρ
−2

)

, soit aussi
ρ
r0

=

(

2+
18r4

0

αχ
4πε0

e2

)−1

.

d) On obtient
ρ
r0

= 0,114 doncρ = 32,1 pm et B =
αe2ρ

4πε0r2
0

exp

(
r0

ρ

)

= 1,06×10−15 J .

e) On peut écrireER = −
(
Ecoul+Erep

)
avec Ecoul = −NA

αe2

4πε0r0
= −859 kJ·mol−1 (terme coulombien attrac-

tif) et Erep = NABexp

(

− r0

ρ

)

= NA
αe2ρ

4πε0r2
0

= 97,8 kJ·mol−1 (terme répulsif) donc finalement l’énergie réticulairedu

cristal prend la formeER = 761 kJ·mol−1 .
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II — Dilatation thermique du cristal

II–1) Une position d’équilibre correspond à
dU
dx

= kx− ksx2 = 0 ; on a donc les deux solutionsx1 = 0 et x2 = 1/s.

Une telle position est stable si
d2U
dx2 = k(1−2sx) > 0 ; on a alors

d2U
dx2

∣
∣
∣
∣
x1

= k > 0 tandis que
d2U
dx2

∣
∣
∣
∣
x2

= −k < 0. Rester

au voisinage de la position d’équilibre stablex1 impose donc de rester à distance dex2 = 1/s : il faut donc imposer la

condition |x| ≪ 1
s

. L’équation du mouvement s’écrit alorsmẅ = −dU
dx

soit mẍ+kx(1−sx) = 0 .

II–2) La solution proposées’écarte peu(au maximum def (t) en valeur relative) de lasolution harmoniquede

pulsationω0 qu’on obtiendrait sis = 0. On obtient ¨x = −Aω2
0 cosω0t + Af̈ doncω2

0 f + f̈ = ω2
0sA(cosω0t + f )2 ou,

puisque|As| ≪ 1, ω2
0 f + f̈ ≃ ω2

0sAcos2 ω0t .

II–3) La solution de cette équation différentielle linéaire `a coefficients constants est la somme de la solution générale
sans second membre,fh(t) = λ cos(ω0t + ϕ), et de la solution particulièrefp(t) = acos2ω0t +b proposée par l’énoncé.
La solution générale de l’équation sans second membre nenous intéresse pas ici puisqu’elle est déjà prise en compte dans
la forme de la solution proposée par l’énoncé avecf (t) = 0.

Il reste donc à étudierfp(t) = acos2ω0t +b, qui convient sous réserve queb−3acos2ω0t =
As
2

(1+cos2ω0t). ; il reste

donc a = −As
6

et b =
As
2

. Le déplacement moyen est alors〈x〉 = Absoit 〈x〉 =
A2s
2

.

II–4) L’énergie de l’oscillateur peut s’écrireE =
1
2

mẋ2 +
1
2

kx2− 1
3

ksx3 avec pour terme d’énergie cinétique principal,

en négligeant les termes liés àf (t),
1
2

mẋ2 ≃ 1
2

mA2ω2
0 sin2 ω0t et pour terme d’énergie potentielle principalU(x) ≃ 1

2
kx2

soitU(x) ≃ 1
2

kA2cos2 ω0t. On en déduitE ≃ 1
2

kA2 et on peut encore écrire〈x〉 =
s
k

E .

II–5) Comme pour n’importe quelle fonction, le développement limité prend la forme générale deU(r) au voisinage de

r = r0 U(r) = U(r0)
︸ ︷︷ ︸

=Ueq

+
dU
dr

∣
∣
∣
∣
r0

︸ ︷︷ ︸

=0

(r − r0)+
1
2!

d2U
dr2

∣
∣
∣
∣
r0

(r − r0)
2 +

1
3!

d3U
dr3

∣
∣
∣
∣
r0

(r − r0)
3 donc, avec les notations employées ici,

∆E =
1
2!

U ′′
0 x2 +

1
3!

U ′′′
0 x3 . On pourra donc utiliser les résultats développés ci-dessus en posantk = U ′′

0 ets= − U ′′′
0

2U ′′
0

. En

particulier, on peut écrire〈x〉 =
s
k

E sous la forme〈x〉 = − U ′′′
0

2U ′′
0

2 ∆E .

II–6) La dilatation globale du cristal entraı̂ne une augmentation relative de toutes les longueurs données par le coefficient
de dilatation linéaireλ . Il s’agit d’un coefficient relatif, qui se mesure en K−1, comme le montrent les applications

numériques proposées à la question suivante ; par analogie au coefficient de dilatationα =
1
V

(
∂V
∂T

)

p
pour un fluide, on

le définit parλ =
1
ℓ

dℓ

dT
où ℓ est une longueur caractéristique du système.

Avec ℓ = r0, dℓ = 〈r − r0〉 = 〈x〉, il vient λ =
〈x〉

r0∆T
. ou encore〈r − r0〉 = λ r0∆T. On en déduit− U ′′′

0

2U ′′
0

2 ∆E = λ r0∆T, ce

qui est compatible avec le modèle de vibration des ions pourexpliquer∆T sous réserve queCP = −2U ′′
0

2

U ′′′
0

λ r0, qui prend

encore la formeλ = − CPU ′′′
0

2r0 U ′′
0

2 .

II–7) On a déjà montré plus haut que
d2Utot

dr2 = −NA

(
2αe2

4πε0r3 − B
ρ2 exp

(

− r
ρ

))

donc U ′′
0 =

NAαe2

4πε0r3
0

(
r0

ρ
−2

)
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pourr = r0, puisqu’on a montré queBexp

(

− r0

ρ

)

=
αe2ρ

4πε0r2
0

. Par dérivation,
d3Utot

dr3 = NA

(
6αe2

4πε0r4 − B
ρ3 exp

(

− r
ρ

))

donc, pourr = r0, on obtient U ′′′
0 =

NAαe2

4πε0r4
0

(

6− r2
0

ρ2

)

. On en déduit l’expression du coefficient de dilatation linéaire,

λ =
CP(r2

0−6ρ2)4πε0r0

2NAαe2(r0−2ρ)2 . Numériquement,λ = 45×10−6 K−1 . La bonne coı̈ncidence de ce résultat avec la valeur

mesuréevalide le modèlechoisi pour l’expression de l’énergie totaleUtot.

III — Couplage vibration–champ électrique

III–1) a) Avant tout déplacement, le moment dipolaire électrique est nul par symétrie dans le cristal. Après le
déplacement causé par le champE, la position moyenne des ionsNa+ se déplace deδ r+ = δ+ex, celle des ionsCl− se
déplace deδ r− = δ−ex et le moment dipolaire d’une paire d’ions varie donc deδp = +eδ r+−eδ r−, soit aussiδp = exex.
Dans un volume unitaire, on compteN paires d’ions, doncP = Nex .

b) Les ionsNa+ acquièrent leur position d’équilibre (caractérisée par le déplacementx) sous l’action de deux
forces : la force électrostatiquefel = eEex due au champ électrique et la force de rappelf demandée, qui vérifie donc

f = −eEex = −e
P

ε0χion
ex qui prend bien la forme demandée sous réserve queK =

Ne2

ε0χion
. la force exercée sur les ions

Cl− est bien sûropposéepuisque le même raisonnement s’applique en changeant la charge de l’ion de+een−e.

c) En admettant que la force de rappel garde l’expression établie ci-dessus, on peut écrire le principe fondamental

projeté sur l’axe(Ox) du mouvementm+δ̈+ = −K(δ+− δ−) et m−δ̈− = +K(δ+− δ−) respectivement.

La somme de ces équation
d2

dt2 (m+δ+ +m−δ−) = 0 permet de vérifier que le mouvement du centre d’inertie de chaque

paire d’ions est uniforme ; il est donc nul, au vu des conditions initiales. L’équation d’évolution dex prend alors la forme
d2x
dt2 =−K

(
1

m+
+

1
m−

)

x, qui est une équation d’oscillateur harmonique à la pulsation ωT =

√

K
m

, avec
1
m

=
1

m+
+

1
m−

;

on a donc encoreωT =

√

Ne2

mε0χion
.

Le volumeVmol = NA(2r3
0) comportant une paire de mole d’ions, on aN =

NA

Vmol
doncωT =

√

e2

2r3
0mε0χion

; on peut aussi

écrirem =
1

NA

M(Na)M(Cl)

M(Na)+M(Cl)
= 2,32× 10−26 kg donc ωT = 2,82×1013 rad·s−1 . On en déduit alors la longueur

d’onde associéeλT =
2πc
ωT

= 6,69×10−5 m .

III–2) a) Le mouvement d’un ion sodium est régi par l’équation diff´erentiellem+
d2δ+

dt2 = −Kx+eE, sous réserve

de négliger la force magnétique due au champB associé au passage de l’onde ; cette approximation est rendue possible

par la majoration
‖fm‖
‖fe‖

=
‖v∧B‖
‖E‖ 6

∣
∣
∣
∣

vB
E

∣
∣
∣
∣
, tandis que l’équation de Maxwell-FaradayrotE =−∂B

∂ t
prend, pour une onde

plane, la forme

∣
∣
∣
∣

B
E

∣
∣
∣
∣
=

k
ω

=
1
vϕ

. L’approximation consistant à négliger les forces magn´etiques s’écrit encore
v
vϕ

≪ 1 : la

vitesse de déplacement des ions doit rester notablement inférieure à la vitesse de phase de l’onde. Cette approximation est
souvent confondue avec l’approximation non relativistev≪ c puisque souventvϕ ∼ c.

La même équation écrite pour les ionsCl− imposem−
d2δ−
dt2 = Kx−eE; puisque la longueur d’onde de l’onde étudiée

est notablement inférieure à la dimension de la maille cristalline, on peut considérer que les valeurs dezdansE(z,t) sont
quasiment les mêmes pour deux ions d’une même maille. On peut alors déduire de ces deux équations la combinaison

∂ 2x
∂ t2 = −K

m
x+

e
m

E(z, t) . En régime sinusoı̈dal permanent de pulsation on en déduit encoreω ,−ω2x=−K
m

x+
e
m

E(z,t)
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doncx(z,t) =
eE

K−mω2 qui s’écrit aussix(z, t) =
eE
m

1

ω2
T −ω2

.

La densité volumique de courants s’écrit alorsj ion = Nev+ −Nev− où v+ est la vitesse des ionsNa+, v− celle des ions

Cl− ; on a aussiv+−v− = ẋex soit enfin j ion =
Ne2

m
iω

ω2
T −ω2

Eex .

b) L’équation de Maxwell-FaradayrotE = −∂B
∂ t

ou ik ∧E = ωB, aveck = kez et E = Eex impose B =
k
ω

Eey .

Il reste alors à écrire l’équation de Maxwell-Ampère,rotB = µ0 (jel + j ion) + ε0µ0iωE qui prend aussi, en notations

complexes, la forme−ikez∧B =
1
c2

[(

χel +
Ne2

mε0

1

ω2
T −ω2

)

+1

]

iωE ; on peut encore écrire cette expression sous la

forme
k2

ω
E =

1
c2

[(

χel +
Ne2

mε0

1

ω2
T −ω2

)

+1

]

ωE, qui ne peut admettre de solution à champE non nul que sous réserve

d’imposer la relation de dispersionk2c2 = ω2
[

εel +
Ne2

mε0

1

ω2
T −ω2

]

qui prend la forme demandéek2c2 = εelω2 ω2
L −ω2

ω2
T −ω2

sous réserve de poserω2
L = ω2

T +
Ne2

mε0εel
.

c) Il ne peut y avoir propagation que sik2 > 0, donc siω2
L − ω2 et ω2

T − ω2 sont de même signe. Comme
on a montré queω2

L > ω2
T , on ne conclut qu’il ne peut y avoir propagation qu’aux hautes fréquences (ω > ωL >

ωT , le numérateur et le dénominateur de l’expression dek2c2 étant négatifs) ou encore aux basse fréquences (ω <
ωT < ωL, le numérateur et le dénominateur de l’expression dek2c2 étant positifs). La bande interdite correspond aux

pulsations intermédiaires[ωT ; ωL] . Dans le cas d’une onde ayant sa fréquence (et sa pulsation)dans la bande inter-

dite, k2 < 0 et k est imaginaire pur ; la dépendance spatiale de l’onde est celle d’une onde évanescente, de la forme

exp(±Im(k)z) ; le signe à prendre en compte doit décrire une décroissance effective de l’amplitude du signal au fur et à
mesure qu’on s’éloigne de sa source. Si une onde dont la pulsation figure dans la bande interdite éclaire le cristal, elle ne
peut se propager ; la conservation de l’énergie électromagnétique impose donc laréflexion quasi-totalede l’onde sur la
surface du cristal.

III–3) a) Si ω2 ≫ ω2
L > ω2

T , on peut écrirek2c2 ≃ εelω2 donc v =
ω
k
≃ c√

εel
; on identifie donc

√
εel et l’indice

optiquen du cristal, d’où εel = n2 = 2,40 . D’après l’énoncé, ce résultat ne dépend pas de la fréquence de l’onde, dans
le domaine exploré ici.

b) On a vu que
ω2

L

ω2
T

= 1+
Ne2

mε0εelω2
T

= 1+
Ne2

mε0εel

mε0χion

Ne2 soit encore
ω2

L

ω2
T

= 1+
χion

εel
=

1+ χion+ χel

εel
, donc

ω2
L

ω2
T

=
εr

εel
. Numériquement,ωL = ωT

√
εr

εel
= 4,42×1013 rad·s−1 donc λL =

2πc
ωL

= 4,26×10−5 m .

c) Les calculs effectués ci-dessus prévoient une bande interdite (donc avec une forte réflectivité du cristal) pour

λ ∈ [λL ; λT ] soit λ ∈ [43µm ; 67µm] ; c’est exactement ce qu’on constate sur la courbe proposéepar l’énoncé, qui

valide le modèledéveloppé ici.

IV — D étermination des enthalpies standard d’hydratation gr̂ace aux mesures thermodyna-
miques etélectrochimiques

IV–1) On cherche l’enthalpie de la réaction(R) de bilanH+(g) → H+(aq) ; on connaı̂t par ailleurs les enthalpies des
réactions suivantes :

– formation du proton,
1
2
H2(g) → H+(aq)+e− : ∆H◦

1 = ∆fH
◦(H+(aq)) = 0 ;

– ionisation de l’hydrogène,H(g) → H+(g)+e− : ∆H◦
2 = ∆IH

◦(H) = 1 311 kJ·mol−1 ;
– liaison de l’hydrogène,H2(g) → 2H(g) ; ∆H◦

3 = DH2
= 436 kJ·mol−1.

On a alors(R) = (1)−(2)− 1
2
(3), donc ∆hydH

◦(H+) = ∆fH
◦(H+(aq))−∆IH

◦(H)− 1
2

DH2
; numériquement, on obtient

∆hydH
◦(H+) = −1 529 kJ·mol−1 .
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IV–2) La première réaction recherchée(R′) a pour bilanCl−(g) → Cl−(aq) ; on l’inclut dans l’ensemble de réactions
ci-après :

– réaction(1), Cl(g)+e− → Cl−(g), ∆H◦
1 = −∆AEH(Cl) = −348,7 kJ·mol−1 ;

– réaction(2), H+(g) → H+(aq), ∆H◦
2 = ∆hydH

◦(H+) = 0 dans l’échelle du proton ;
– réaction(3), H(g) → H+(g)+e−, ∆H◦

3 = ∆IH
◦(H) = 1 311 kJ·mol−1 ;

– réaction(4),
1
2
H2(g) → H(g), ∆rH

◦
4 =

1
2

DH2
= 218 kJ·mol−1 ;

– réaction(5),
1
2
Cl2(g) → Cl(g), ∆rH

◦
5 =

1
2

DCl2 = 121 kJ·mol−1.

Le bilan de ces six réactions est celle de formation de HCl(aq), espèce totalement soluble, puisque leur somme s’écrit
1
2
H2(g)+

1
2
Cl2(g) → H+(aq)+Cl−(aq) avec∆H◦

6 = ∆fH
◦(HCl,aq) = −166,9 kJ·mol−1. On en déduit d’abord la rela-

tion ∆H◦
6 = ∆H◦

(R′) +∆H◦
1 +∆H◦

2 +∆H◦
3 +∆H◦

4 +∆H◦
5 , avant d’expliciter l’expression et la valeur numérique demandées,

∆hydH
◦(Cl−) = ∆fH

◦(HCl,aq)+ ∆AEH(Cl)−∆hydH
◦(H+)−∆IH

◦(H)− DH2
+DCl2

2
= −1 468 kJ·mol−1 .

La seconde réaction cherchée(R′′) a pour bilanNa+(g) → Na+(aq) ; on peut encore l’obtenir comme bilan des réactions
de la liste ci-après :
– réaction(1), Na+(g)+e− → Na(g), ∆H◦

1 = −∆IH(Na) = −495,8 kJ·mol−1 ;
– réaction(2), Na(g) → Na(s), ∆H◦

2 = −Ls(Na) = −107,3 kJ·mol−1 ;

– réaction(3), Na(s)+
1
2
Cl2(g) → NaCl(s), ∆H◦

3 = ∆fH
◦(NaCl,s) = −411,1 kJ·mol−1 ;

– réaction(4), NaCl(s) → Na+(aq)+Cl−(aq), ∆H◦
4 = ∆disH

◦(NaCl) = 3,89 kJ·mol−1 ;
– réaction(5), Cl−(aq) → Cl−(g), ∆H◦

5 = −∆hydH
◦(Cl−) = 1 468 kJ·mol−1 ;

– réaction(6), Cl−(g) → Cl(g)+e−, ∆H◦
6 = ∆AEH◦(Cl) = 348,7 kJ·mol−1.

– réaction(7), Cl(g) → 1
2
Cl2(g), ∆H◦

7 = −1
2

DCl2 = −121 kJ·mol−1.

On a donc∆H◦
(R′′) = ∆H◦

1 +∆H◦
2 +∆H◦

3 +∆H◦
4 +∆H◦

5 +∆H◦
6 +∆H◦

7 , ce qui mène encore à l’expression littérale demandée

∆hydH
◦(Na+) = −∆IH(Na)−Ls(Na)+ ∆fH

◦(NaCl,s)+ ∆disH
◦(NaCl)−∆hydH

◦(Cl−)+ ∆AEH◦(Cl)− 1
2

DCl2 .

On en déduit la valeur numérique∆hydH
◦(Na+) = 685,4 kJ·mol−1 .

IV–3) Comme on l’a vu en établissant les deux expressions ci-dessus, ∆hydH
◦(Cl−) = fCl(T)−∆hydH

◦(H+) tandis
que∆hydH

◦(Na+) = fNa(T)+ ∆hydH
◦(H+), la fonction fA(T) ne dépendant que de l’atome A et pas du choix d’échelle.

Passant de l’échelle du proton à l’échelle absolue, on obtient donc∆hydH
◦(Na+) = 685,4− 1090 kJ·mol−1 ou enfin

∆hydH
◦(Na+) = −404,6 kJ·mol−1 , tandis que∆hydH

◦(Cl−) = −1468+ 1090 kJ·mol−1 ou enfin la valeur numérique

∆hydH
◦(Cl−) = −378 kJ·mol−1 . Les deux enthalpies d’hydratation sont alorsde même signe, traduisant toutes deux

une transformationexothermique, ce qui rend compte de manière satisfaisante de la formation de liaisons entre les ions et
leur solvant. Cette échelle absolue est donc préférablesur le plan qualitatif à l’échelle du proton, pour laquelle le décalage
est très élevéet dépend du signe de l’iońetudié, menant à des valeurs numériques sans signification chimique directe.
Enfin, on peut remarquer que l’enthalpie de dissolution deNaCl dans l’eau est légèrement positive ; cette dissolution est
donc légèrementendothermique. On peut donc s’attendre à deux effets thermiques pour cette réaction :

– menée dans des conditions adiabatiques, elle se traduirapar un légerrefroidissementde la solution au fur et à mesure
de la dissolution

– la dissolution serafavorisée à haute température, par application de la loi de Van’t Hoff.

IV–4) Les deux demi-équations rédoxH+(aq)+ e− ⇆
1
2
H2(g) et Na+(aq)+ e− ⇆ Na(s) ont pour bilan réactionnel

H+(aq) + Na(s) → 1
2
H2 + Na+(aq) ; cette réaction(E) a pour enthalpie standard∆H◦

(E) = ∆fH
◦(Na+(aq)) (les trois

autres enthalpies de formation du bilan étant nulles par convention) tandis que son entropie standard est donnée par

∆S◦(E) = S◦(Na+(aq))+
1
2

S◦(H2(g))−S◦(Na(s)). Par ailleurs, cette réaction est, comme tout bilan rédox, caractérisée

par la condition d’équilibreE◦(Na+(aq)/Na(s))+
RT
eNA

ln
aNa+

aNa

= E◦(H+(aq)/H2(g))+
RT
eNA

ln
aH+

√
aH2

, ce que l’on peut
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encore écrire sous la forme
RT
eNA

lnK = E◦(H+(aq)/H2(g))−E◦(Na+(aq)/Na(s)), où K est la constante thermody-

namique de la réaction(E). Comme de plusRTlnK = −∆G◦
(E) et

d
dT

∆G◦
(E) = −∆S◦(E), on arrive aux deux relations

eNAE◦(Na+(aq)/Na(s)) = ∆H◦
(E) −T∆S◦(E) et eNA

d
dT

E◦(Na+(aq)/Na(s)) = −∆S◦(E), d’où aussi les deux relations de-

mandées, pour l’entropieS◦(Na+(aq)) = S◦(Na(s))− 1
2

S◦(H2(g))−eNA
d

dT
E◦(Na+(aq)/Na(s)) et pour l’enthalpie

∆fH
◦(Na+(aq)) = eNA

[

E◦(Na+(aq)/Na(s))−T
d

dT
E◦(Na+(aq)/Na(s))

]

. À la température de 298 K, l’application

numérique mène à∆fH
◦(Na+(aq)) = −239,2 kJ·mol−1 et S◦(Na+(aq)) = 60,47 J·K−1 ·mol−1 .

V — Modèle d’interpr étation de l’interaction ion–solvant

V–1) a) Lors du déplacement demandé, la charge dq est soumise aux effets de la coquille sphérique, caractérisée

par le champ radial (pour des raisons de symétrie) donné par E =
q

4πε0r2 er (au vu du théorème de Gauss) en coordonnées

sphériques de centreO (au centre de la coquille) ; le potentiel électrostatique associé estV =
q

4πε0r
(si on le prend nul à

l’infini).
Pour ajouter la charge dq, l’opérateur doit exercer une force df opposée à la force électrostatique et le travail fourni est
aussi opposé au travail de la force électrostatique :δW = −δWel = dEp où l’énergie potentielle électrostatique varie

depuis sa valeur initiale nulle à l’infini jusqu’à sa valeur finale
qdq

4πε0R
à la surface de la coquille sphérique déjà formée. Il

reste doncδW =
qdq

4πε0R
.

b) La chargeq tant uniformément répartie sur une surface de rayonR constant, on définit l’énergie électrostatique
demandée comme la somme des travaux de constitution de la coquille à partir de charges initialement toutes prises à

l’infini : U0 =

∫ Q

q=0
δW donc U0 =

1
4πε0

Q2

2R
.

c) D’après l’énoncé, toutes les équations de l’électrostatique dans un solvant sont décrites en faisant la substitution

ε0 → ε0εr ; compte tenu deQ = ze, il vient donc Us =
1

4πε0εr

z2e2

2R
.

V–2) La solvatation mène de l’ion libre (énergieU0) à l’ion solvaté (énergieUs) ; assimilant l’enthalpie libre de réaction à

la variation d’énergie électrostatique molaire,∆ISG = NA (Us−U0) prend la forme∆ISG =
NAz2e2

8πε0R

(
1
εr

−1

)

. Puisque

εr > 1, cette enthalpie esttoujours négative: la solvatation est toujours thermodynamiquement favorisée. Dans l’eau,

∆Na+,H2O
G = −683 kJ·mol−1 ; dans le benzène,∆Na+,C6H6

G = −392 kJ·mol−1 . Le deuxième cas est nettement moins

favorable car le benzène est unsolvant peu polairequi solvate moins bien les ions que l’eau.

V–3) La relation générale de Gibbs-Helmholtz∆H◦ = −T2 d
dT

(
∆G◦

T

)

appliquée à la réaction de solvatation mène à

∆ISH =−T2NAz2e2

8πε0R
d

dT

(
1
T

(
1
εr

−1

))

donc ∆ISH =
NAz2e2

8πε0R

(
1
εr

−1+
T
ε2

r

dεr

dT

)

. PourT = 298 K, on trouve numériquement

∆Na+,H2O
H = −696 kJ·mol−1 .

L’accord n’est pas satisfaisantet le modèle doit être, en l’état, rejeté. Pour obtenir un accord, il faudrait un rayonR′ tel

que∆hydH
◦(Na+) =

NAe2

8πε0R′

(
1
εr

−1+
T
ε2

r

dεr

dT

)

ou, après calcul,R′ = 172 pm.

VI — R ôle de la temṕerature et couche de solvatation

VI–1) a) L’énergiewdip = −p ·E est minimale lorsque le dipôlep est aligné avec et de même sensque le champ
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électriqueE.

b) On peut écrireE =
e

4πε0εr r2 donc
pE
kBT

= 3,4×10−2 ≪ 1 à 298 K. L’énergie électrostatique étant complètement

négligeable devant l’énergie thermique, les effets de l’agitation thermique sontprépondérantset la disposition des

molécules d’eau à cette distance de l’ion estdésordonnée.

c) Cette fois-ci,E =
e

4πε0r2 donc
pE
kBT

= 42≫ 1 à 298 K. L’énergie électrostatique étant prépondérante, les effets

de l’alignement électrostatique sontprépondérantset la disposition des molécules d’eau à cette distance de l’ion est

régulière.

VI–2) a) La comparaison confirme l’ordre de grandeur du modèle des microagrégats, le nombren des molécules
d’eau associées vérifiantn≃ 6 puisque 404,6∼ 401. Toutefois, la différence des modèles ne permet pas deconclure de
façon définitive.

b) Les six dipôles ont la même énergie d’interaction avec l’ion central,w = −pE avecE =
e

4πε0r2 . On trouve donc

en outUion−d = 6w soit Uion−d = −8,56×10−19 J .
Les interactions entre dipôles sont de deux natures. Entredipôles situés à la distance 2r l’un de l’autre, l’expression

rappelée par l’énoncé fournitw2r =
1

4πε0

1
(2r)5

[
−p2(2r)2 +3p2(2r)2] puisquep1 = −p2, l’un de ces deux vecteurs

étant aligné avecr ; il reste doncw2r =
p2

4πε0

1
4r3 . De telles interactions sont au nombre de trois, le long des trois axes

de symétrie de l’octaèdre formé par les molécules d’eau. D’autre part, entre dipôles situés à la distance
√

2r l’un de

l’autre, la même expression fournitw√
2r =

1
4πε0

1

(
√

2r)5

[
3p2r2] puisquep1 ·p2 = 0 etp1 · r = −p2 · r = pr. Il reste donc

w√
2r =

p2

4πε0

3

4
√

2r3
. De telles interactions sont au nombre de douze, le long des douze arêtes de l’octaèdre. Finalement,

Ud−d = 3w2r +12w√
2r prend la formeUd−d =

3p2

16πε0r3

(

1+6
√

2
)

= 1,57×10−19 J .

L’énergie électrostatique totale molaire estU = NA (Uion−d+Ud−−d) donc U = −421 kJ·mol−1 . On retrouve à nouveau

une estimation raisonnable de l’ordre de grandeur de l’enthalpie d’hydratation,∆hydH
◦(Na+) =−404,6 kJ·mol−1, ce qui

valide le modèlede solvatation par un assemblage ionique de six dipôles. Onpeut aussi affirmer que l’ionNa+ forme,

dans l’eau, un ion complexe de coordinence 6 et de formule bruteNa(H2O)+6 ; en effet, l’enthalpie d’hydratation

évaluée ici est bien du même ordre de grandeur qu’en enthalpie de liaison ordinaire (moindre toutefois que l’enthalpie
attendue pour six liaisons covalentes, comme le montre la comparaison avec les valeurs deDH2

et DCl2 données en début
d’énoncé).

Solution proposée par P. Roux (paul.roux@fauriel.org) et J. R. Seigne (jr.seigne@fauriel.org)


