
Concours Centrale - Supélec 1997 I 
Épreuve : MATHÉMATIQUES I 

On désigne par p une application continue de IR dans 6: et par A sa primitive 
s'annulant en O, 

A : x b p(t )dt .  c 
Soit f une application continue par morceaux de IR dans 6:. On note l'en- 
semble des réels x en lesquels f est continue et  €, I'équation différentielle 
y ' + p y = f .  

Par abus de langage, on dira dans ce problème que cp est une solution de E,  si 
cp est définie sur IR, à valeurs dans 4: , dérivable sur g, et vérifie : 

vx  E g , c p ' ( X )  + P ( X ) c p ( X )  = f ( X ) .  

Partie I - Généralités 

1.A - Soient a et b deux réels tels que a < b , et I+I une application l ipsc-hienne 
de ] a , b [  dans C. 

1.A.l)Montrer que les suites ~* et (V , )" .  N' définies respectivement 
pour n >  1 par 

U, = v ( a + L a ) , e t  n +  I V ,  = ~ ( b - z ) ,  

ont une limite, notée respectivement U et V ,  lorsque n tend vers l'infini. 
I.A.2) On définit la fonction y,, de [a,b] dans C en posant : v,,(a) = U ,  y,,@) = V 
et, pour tout x E la, bl , w0(x)  = ~ ( x )  . Montrer que w,, est lipchitzienne sur [ a b ] .  
I.A.3) En déduire que v admet un prolongement continu à [a,b] . 

1.B - Soit cp une solution de E,  . On pose y~ : x ct eA(')cp(x). 

I.B.l) Calculer la valeur de 

~ ( x )  - [ eA(')f( t )  dt 

pour x réel. 
I.B.2) Montrer que cp est continue par morceaux et de classe C' par morceaux 
sur IR. 

1.C - Montrer que pour tout réel a ,  E,  admet une unique solution continue su r  
IR, notée c p ,  vérifiant cp(0) = u . 

1.D - Dans cette question I.D, on suppose que p est constante et  que f est 
développable en série entière au voisinage de O avec R pour rayon de 
convergence ( R > 0 1. Montrer que toute solution continue de E ,  est développable 
en série entière au voisinage de O et donner le rayon de convergence de cette 
série entière. 

Partie I I  - Périodicité 

On suppose, dans toute la suite du problème, que les fonctions f et p 
sont 2rr- périodiques et que : 

c ' p (  t)dt  f O .  

1I.A - 
I1.A.l) Si cp est une solution continue de E,  , montrer que cp est 2x- périodique 
si, et seulement si, c p ( h )  = cp(0). 

II.A.2) En déduire que E ,  admet une unique solution continue e t  2n-périodi- 
que. On la note 7 .  
On suppose dans toute la suite du problème que p est constante égale 
à 1 : la condition 

est donc vérifiée. 

1I.B - Expliciter 7 si f est définie par f ( o )  = f ( x )  = :, f ( x )  = 1 si O <  X < E  et 
f ( x )  = 0 si n < x < 2 n .  

1 
L 

Partie I I I  - Dc!ueloppemerit en série de Fourier 

On suppose dans cette partie que f est une fonction 2x- périodique de IR dans 
4: , de classe C' par morceaux. 

Pour tout n t Z , on désigne par en l'application dkfinie pour tout x réel par 
e ~ x i  = elnw et par c, le coefficient de Fourier de rang n de f (autrement dit 
c, = c,(f) avec les notations habituelles). 



I'our n LK , on  d C f i r i i t  la somnw de b'ouricr dtb f d'indice n p i r  
r i  

S , , ( f )  = C C h e k .  

h =  n 

1II.A - 
III.A.1)Montrer que, pour tout x élément de %, , 
On admet, dans toute la suite, que (S,, ( f ) )  converge vers f uniformé- 
ment sur tout segment inclus dans %; . 

III.A.2) Montrer que les séries CIC,~' et CIc.,lZ sont convergentes. 
IIJ.A.3) Soit (an)nt  
équivalent à (c , /n l .  

Montrer que les séries C a ,  et Ca-,  sont absolument convergentes. 
1II.B - Soit 7 la solution continue 2n- périodique de E,  définie _en II. On désigne 
par (an)nt 

Montrer que f '  est de classe C1 par morceaux et  que ses coefficients de Fourier 
sont donnés par : 

S , ( f ) ( x ) - - +  f ( x ) .  
n + -  

une suite telle que, lorsque In1 tend vers l'infini, lan/ est 

la suite des coefficients de Fourier de 7 : a, = c,(f) . 

C , , ( f ' )  = / n a , , .  

C 
1II.C - Dans cette question 1II.C on pose, pour tout n dans Z ,  a,, = 2 
III.C.1) Montrer que la suite de terme général 

1 + i n '  

n 
i k a k e h  

k = -n 

converge uniformément sur tout segment inclus dans ef. 
III.C.2) Montrer que 

n 
7 = lim C a k e k .  

h = -n 
n + -  

1II.D - Soit (uk ) k  

Pour tout k dans IN, on note 'pk l'application définie sur  IR p a r :  
cpk(x) = sin((2k+ 1 ) ~ ) .  

On fixe un réel p dans lO,q (  et on pose /,, = [P,r - pl .  
III.D.1) Montrer que, pour tout n dans IN e t  pour tout x dans 113, 

une suite réelle qui converge en décroissant vers O .  

- 

I 

n 

III.D.2) Pour tout n dans N , on pose @ n  = C ' p k .  Montrer que : 
n n I  k = ( 1  

v f l e  fi, ' I k q k =  ( U h - " h + [ ) ( $ k + U n @ n '  

k = O k = (1 

III.D.3) En déduire la convergence uniforme de la série de ternie général ukqr 
s u r  1 , ) .  

1II.E - On reprend la fonction f définie a u  11.13. 
III.E.l) Expliciter la série de Fourier de f et préciser sa somme sur IR. Démon- 
trer explicitement que, pour cette fonction f ,  la suite (S,(f)) converge vers f uni- 
formément sur tout segment inclus dans z't. Y a-t-il convergence uniforme sur 
IR <? 
III.E.2) Expliciter la série de Fourier de 7 et donner sa  somme. 

1II.F - Reprendre les questions III.E.l et III.E.2 si f est définie par 
l f ( x )  = - x  si O S x 5 n  

ai ~ 5 x 5 2 ~  


