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Épreuve : MATHEMATIQUES II 

Filière PSI I 
Dans tout le problt;me, n est  un entier strictement supérieur h 1 e t  Mn( U t )  di.- 
signr I’cnsemhle des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels. Si  M est une 
teIIc mntricr. M clcisigne la matrice transposée. A une matrice M de  MJ IR) de 
corflicic~nls inl. , , on :issocie les 2n sommes 

I 

I l  n 

Y, = 1 m,.J rt P, = 1 m 1 .  J 
I L I  J s  1 

ol)tenues polir i et  j variant tlc 1 h n ( y i  est la somme des ékmen t s  d e  la j - i.tiic 
colonne et. 13, celle (les 6liments de  la i - Cilie ligne). Si  ces 2n sommes sont éga- 
les, M est dite “pseudo-magique”. On notera s ( M )  la valeur commune à ces 
? n  somnws. Si M est pseudo-magique et si 

n 

C m l , l  = s ( M ,  
i =  l 

M est  dite “quasi-magique”. Enfin, si M est quasi-magique et si 
n 

C mi. n - ;  + t = S( M )  
i =  I 

M est  dite “magique”. 
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On propose ici un algorithme permettant d’obtenir une matrice magique d’ordre 
n itiipnir quelconque et dont les coefficients sont les entiers 1, 2, 3 ..., n . 
On place l’entier 1 a u  milieu de la première ligne. On suppose par récurrence 
que les k premiers entiers ont et6 places et que l’entier k a éte placé en  i - Pnie 
ligne e t  j - co~onne. On place alors l’entier k i. I en respectant les regles 
suivanles : 

on pose / = i ~ I (sauf si i = I , auquel cas on pose / = n ) et  J = j + 1 (sauf si 
J = n .  nitqurl cas on pose J = 1 1 ; 
si auciin iiornl)re n’a wicore 6th plac6 h la / - i.tiic ligne e t  J i.tiie colonne, on 
y place k +  I : 
s i  cet emplacement est  pris, on pose / = i +  I (sauf si i = n ,  auquel cas on 
pose / = 1 

. 
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e t  J = J et on place k + I en / ~ lt i ie ligne et J hiir colonne. 

1.A - I’our 11 G 5 .  c*onslr.itirr une niatrice magique en utilisant l’algorithme 
I,rc;cc;tlen 1.. 

1.R - 1,iI const:irit impaire 6tiItlt siipposlr pré-définic, Pcrire un programme 
qui construisr. (’11 suiv:int l’algorithme précédent, une matrice magique tl’ordre 
n .  l,r Inngalrc riIilis6 pour In programmntior? est au choix du candidat. 

l’or t ic IIL i C I c i t r . i ~ e s _ ~ , i n ~ g j g i i c . ~ _ t l i ~ ~ ~ ~ c ~  n 

1I.A - Montrer qrw. pour dhfinir une matrice pseudo-magique, on peut clioisir 
arbitraireinc~nt I C Y  corlTicirtits m, , pour tout I et tout entre I et  n I ainsi que 
le coefficient ml  ,, 
1I.B - Montrer que l’ensemble des matricps pseudo-magiques forme un espace 
vectoriel su r  IR tlont on dlterminera la dimrnsion. 
1I.C - Exhiber iinr matrice pseudo-magique qui ne soit pas quasi-magique. 
1I.D - Montrer que l’ensemble des matrices quasi-magiques forme un espace 
vectoriel su r  IR tlont on déterminera la dimension en utilisant le résult,;t de  la 
question 1I.B. On remarquera que l’application qui, à une matrice M ,  associe 

n I l  

C m l  I - p L  
Ir I I G  I 

est une forint. lin6:rit.c. su r  M,,( I l { ) .  
1I.E - Exhiber d c x  mi;tne une matrice quasi-magique qui ne soit pas magique e t  
montrer que I’etiscwl)le des matrices magiques forme un espace vectoriel su r  IR 
don1 on dhtertniiicm 1:i tlimrnsion. 
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Dans les partirs 111 et  IV, E est un espace vectoriel euc,li_di<n orienté de dimen- 
sion 3  rapport(^ i i  rine h i s e  orthonorm6e directta 8 = ( r  .J k) ct M r s t  iiiir m:i- 
trire niagiquv 0 1 1  tiotcx u I’entloinorphisine de E qui ntlniet M comme inatrice 
dans Ia I)asr le vecteur CI? composantes ( I .  I I ) dans Ia 
tmse 8. 
I1I.A - Montrer qr i r .  Irs niatriws magiques d’ordre 7 sont le5 matrices de la 
forrnc. 

0 1 1  tIi.signe par 

ci 

ci 
l& 



i x + z  x + y + z  - y + z  
x - y + z  z x + y + z  9 

y t z  x y + z  X + Z  

z sont des réels quelconques. MorL.:er qu'il existe une et une seule ma- 
trice niagique dont la première ligne est ( 3 .  J. S I ,  et écrire cette niatrice. 
1II.B - Montrer q u e  le vecteur est un vecteur propre de M .  1'i.dciser la valeur 
propre irssociée k, . 
1II.C - On note k2 et A ,  les deux autres valeurs propres (réelles ou complexes, 
distinctes ou non) de la matrice M .  Écrire les termes de degrés 3 et 2 du 
po lynhe  caractéristique de M ; calculer la somme des trois valeurs propres de 
M en fonction des coefficients diagonaux de M .  En déduire que k2 et A t  sont 
apposées. 
1II.D - Fornier une 6quation cart6sieiine du plan vectoriel 1 1  ortliogonal à et 
montrer que ce plan est stable par u .  

1II.E - 
III.E.1) Préciser la direction du vecteur u(i - k) , par rapport i~ celle de 0. 
III.E.2) Montrer que u(i  - k) est orthogonal à i - k .  
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Pour W ,  sous-espace vectoriel de E ,  on note W' l'orthogonal de W dans E ,  l'en- 
semble des vecteurs de E orthogonaux à tous les vecteurs de W ; W1 est un 
sous-espace vectoriel de E supplémentaire de W .  Par définition la symétrie or- 
thogonale par rapport à W est la symétrie par rapport à W parallèlement à W1 . 
Un retournement (ou demi-tour) est une symétrie orthogoriale par rapportà une 
droite. 
IV.A - Étritlc prt'linrirraire des syttit'tries ortliogotrales 
Soient f i i n  endomorphisme de E et S la matrice de f daus 8. 
IV.A.1) Moiitrer que, pour que f soit une syiiititrie ortl~ogondc par rapportà un 
certain sous-espace vectoriel W ,  il faut et il  sultit que S soit à la fois symétrique 
et  orthogonale. 
IV.A.2) 0 1 1  suppose que f est une syiiidtrie orthogoiialc. (~ticllcs sont les valeurs 
propres possibles (réelles ou complexes) pour S ? Montrer que la symétrie ortho- 
gonal* f est un retournenient si et seulement si la trace de S est - I . 
IV.B - Etiitlc pr~[itiririuire ilcs rotutioris 
Soit ( I  ,J , K )  une autre base orthonormée directe de$ ; soient tj un réel de l'in- 
tervalle I--r. I C I  et p la rotation d'angle 0 autour de K .  
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N.B.1) Écrire la matrice R de p s u r  la base (/ ,J , K ) -  Quelles sont ses vi~ leurs  
propres (réelles ou complexes) ? 
IV.B.2) Pour quelles valeurs de tf deux de ces valeurs propres sotil-elles 
opposées ? Pour chacune de ces valeurs de 6 ,  donner la liste des valeurs propres 
de la matrice R avec leur ordre de multiplicité. 
IV.B.3) Soit 3 un vecteur quelconque. 
a ) P o u r 0  = n/2,niontrerque p($) ~ t l e v e c t ~ u r ( 6 ; . ~ ) i i - ( $ ~ K )  où "w K dé- 
signe le produit scalaire de $ et de K , et "w A K leur produit vectoriel. 
b) Trouver une écriture analogue dans le cas 6 = - n/2  . 
N.C - Matrices magiques de rotation 
On suppose que u est une rotation mais n'est pas un retournement. 
IV.C.l) Montrer que l'axe de cette rotation u est nécessairement la droite diri- 
gée par 'v . Quelles sont les valeurs possibles de l'angle tf de u ? 
IV.C.2) En utilisant IV.B.2, chercher, suivant la valeur de 0 ,  l'image par u du 
vecteur dont les composantes sur sont ( x , ,  x ? ,  x 3 ) .  En déduire toutes les ma- 
trices magiques pour lesquelles u est une rotation. 
1V.D - Matrices magiques orthogonales 
IV.D.1)Trouver toutes les matrices magiques M telles que u est un retourne- 
ment. On cherchera M sous la forme vue en 1II.A en déterminant les ndmbres 
x ,  y e t  1.  

N.D.2) Préciser l'ensemble des matrices magiques orthogonales de déternii- 
nant égalà I . 
IV.D.3) Préciser l'ensemble des matrices magiques orthogonales de déternii- 
nant égal à - I  (on remarquera que si M est magique, -M l'est aussi). 
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On suppose maintenant que M est une matrice magique symétrique de M,,t Ut). 
VA - Montrer que le vecteur colonne dont les n coefficients sont égaux à I est 
vecteur propre de M .  Quelle est la valeur propre associée ? 
V.B - Déterminer un hyperplan de IR" stable par l'endomorphisme u associé à 
M .  
V.C - Montrer qu'il existe une matrice orthogonale f et une matrice diagonale 
D ayant les propriétés suivantes : 

les termes de la première colonne de P sont tous égaux entre eux ; 
le premier terme diagonal de D est s(M)  et la trace de D est aussi s(M)  ; 
M = PD'P. 
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